Solucionario 


Trigonometría 
as 


Ls, 


O Unidad 1 ) SISTEMAS DE MEDICIÓN ANGULAR 


APLICAMOS LO APRENDIDO 

(página 6) Unidad 1 

1. Colocamos los ángulos en sentido antihorario, y 
tenemos: 


Del gráfico: 
—(2x — 10%) + 


(3x) — 
—2x + 10? + 3x — 30? + 4x = 180? 
Bx — 20” = 180” 
5x = 200 
.. x= 402 


(30? — 4x) = 180 


Clave D 


180” 


b 300 Pa, 


Del gráfico, se cumple: 
180” + 300% = 90* 
180" + 00d) =90* 
109 


180 + 270 =90 
450 = 90 
. 0=2 
Clave B 
3. Del enunciado: 


T _ o_T 
30x + o rad = 3(90 6 rad) 
Luego: 
30x =270* — E rad en rad 


30x =270* — Te rad 
30x =270* — 7 ra 5%) 


T rad 
30x =270* — 180? 


30x = 90? 
o 
Clave E 
4 810000” _ 810000” /_1” 
j T T 3600” 
810000” _ 225”/mrad] _5 
noO o Tr (0e) ras 
da 810000” _5 rad 
T 4 
Clave D 
5 R+3__C+S 
C+S  (2_g? 
R+3 C+S 
C+S  (C+S)(C-S) 
_C+S 
R+S= 28 (1) 
AER 
Se sabe: 1802077 =k 


=S=180k, C =200k y R= Tk 


2 [ Intelectum 5.? 


10. 


Reemplazando en (1): 


3 = 200k + 180k 
200k — 180k 


Tk+3=19 Tk =16=R=16 
Por lo tanto, el ángulo mide 16 rad. 


rk+ 


Clave B 
9 

Por dato: los ángulos (3x)” y (2) cóñ 

complementarios. 


Entonces: (3x)” + (2 — J =90* 


(3%) + (a): 902 


3x + 6x = 90 
9x =90 
“.x=10 


Clave B 
Sean los ángulos: a y B (a. > B) 
Por eg 


a+p= E (+) 


A 


2009 
20. = ES rd 


9 
0) +30 


20. =70% + 309 
20. = 100% > a = 509 
Como: 
a. — PB =30% 
(50%) — B = 309 
= B=20* 
Por lo tanto, el menor ángulo mide 20%, 
Clave A 


Clave D 


549 =5 49 Trad rad 
2009 


El error cometido será: 


31 rad — 2 


10 100 *4= 


00 

Clave A 
S=x? -3x- 10 A) 
C=x-2x-4 2) 
Dividiendo (1) y (2): 


11. 


12. 


13. 


> 9x? — 18x — 36 = 10x? — 30x — 100 
2 -12x-64=0 
(x— 16)(x+ 4) =0=x=16Vx=-4 


=x=16 


Reemplazando en (1): 
S=(16) - 3(16) - 10 
S= 198 


Entonces el ángulo mide 198? 


- 1983 5e)= Ur 


180 )= 40 9 


tr 


0 rad. 


Por lo tanto, el ángulo mide 


Clave C 


Sean S, C, R los números que expresan la 
medida de un ángulo en los 3 sistemas. 
De la fórmula de conversión: 


3 _£-R-x 
180 200 x= 
Del enunciado: 


SCR = > "eemplazando valores 


tas = 
k= 1 
(180)(200) (6) 
ds 1 
39.23 103 
Sl 
3.2.10 


EA a 
Luego: S =180k=180 (45) =3 


z 
6 


*. El ángulo es 3”. 
Clave C 


De la relación: 
(179x + 185)” = (1 + x)Tt rad 
(179x + 185)” = (1 + x)Tt a)! factor 
él conversión 

(179x + 185)” = (180 + 180x)" 

179x + 185 = 180 + 180x 

x=5 

Reemplazando: 
ol = (1 +5)r rad 


o. = 61 rad — 200% 
rad 


J factor conversión 
a = 12009 
Clave C 
Sea el error E: 
E =315" — 3159 


E=315" — 315% 
5 31595) 


E=31,5* 
En el sistema radial 
E=31,5* =31 5 


rad 
180 


Clave D 


14. Se tiene: 


o_ o 1757 
175" =175 (a) ne= e 180 tad 
o_ 357 357 
175" = EN rad => n=“ EN rad 
Reemplazando en M: 
el _ 351. 
M=1 [360 — 301] = Lo a )- 301] 


= L [35n — 301] = $2 
T 


M=5 
Luego: 


M? =5%=5*%x rad = rad 


E 36 


. El número de radianes de M” es EE 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 8) Unidad 1 

CD Comunicación matemática 

1. Sesabe: 
9 =10%= 1*=1,19> 19 
>1*>19 (01) 
Además: 


r rad = 180" + 11ad = PL. 
> 1 rad = 571930" > 1? 
=1rad> 1 .(B) 


De (a) y (B): 
=> 1rad> 1” > 19 
=2rad > 2” > 22 


Por lo tanto, la relación correcta es la C. 
Clave C 


2. Del gráfico se observa que: 


y — ZAOB); tiene un número entero de vueltas el 
cual según gráfico es 3, luego: 


y — ZAOB = 3(m1 vuelta) 
y = 3(360) + 4AOB ss (1) 


Del gráfico: 4BOA = —(-60)” = 60? 
ZAOB + 4BOA= 90? 
ZAOB =90* — 4BOA 
ZAOB =90* — 60? 
ZAOB = 30? ... (2) 


Reemplazamos (2) en (1): 
y = 1080" + 30 


y=11100 
Clave B 
CD Razonamiento y demostración 
3. Por dato: 
Mp 0 Y 
e 


£ PI (12). 
y a 30 3 


=>x=8k A y =3k 


Piden: 
_3x+4y _ 3(8k) +4(3k) _ 9 
—5x-4y — 5(8x)-4(3k) 7 
-Mm=2 
.M= 7 
Clave E 
1-0 of T rad -T 
36" =36 a )- z rad 
362 = 360/1 1ad) _ 9% rag 
2009 50 
El error e será: 
E rad — E rad Sa rad 
Clave C 
Sabemos: 
S_C_R_k 
180 200 zx 


> S =180k, C =200k y R = rrk 


Piden: 
TC+1S+20R _ 
200R 


. ACHIS420R _ 
200R 


7. (200k) + 7e(180k) + 20(xk) 
200 (xk) 


400nk _ 
200nk 


Clave B 


Reemplazando en el dato se tiene: 


180R 1/ 200R R=A_ 
T T 162 
3 


Por lo tanto, la medida del ángulo es 280 rad. 


Clave A 


Por dato: C? — S?=76 
Sabemos: C =10k A S =9k 
= (10k)? — (9k)? =76 

19k? =76 

k=4 

>k=2 
Luego: 
S = 9k =9(2) 


En radianes: 
(o) T _ UN 
ar) 


Por lo tanto, la medida del ángulo es 20 rad. 


18=5S=18 


Clave B 


8. 


Se sabe: S =9k AC = 10k 
Por dato: 


El 
a) 
(k - 1X(k +1) =15 
k-1=15 

k2=16 > k=4 


Luego: 
S = 9k = 9(4) = 36 


Entonces, el ángulo en radianes mide: 


o Trad T 
36 180 Ja 5 rad 


Por lo tanto, la medida del ángulo es E rad. 


Clave C 
30,59 = (30,5)2 ma 
(30,5) a 


30,59 = 27,45" 
=27" + 0,45" 
=27" + 0,45(60) 
=27 +27' 
“. 30,59 =27" 27 
Clave C 


CD Resolución de problemas 


10. 


Por dato: 


608 = n.* de minutos sexagesimales 
100C = n.* de minutos centesimales 


Entonces: 

608 + 100C = 1540 
s_ Cc 9C 
3=% =S= 70 , luego 


10 


54C + 100C = 1540 
154C = 1540 
C=10 


006) + 1000 = 1540 


Entonces: 


0.=109=10% x Ltad 
200% 


a le 
E 0.= > rad 


Clave C 


. Sea el ángulo: oz 


Por dato: 

o. =1309 A 180” — o. = (8n - 1)” 

a o) = 1177 => 0. =117* 
109 


Luego: 

180* — 117” = (8n — 1)? 
63” = (8n — 1)? 
64 = 8n 
>=n=8 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 3 


Piden: nY en radianes 


9-g9/(mrad|_ 
n*=8 (500) 25 rad 
- n9—89-— 
.n2=8 Sr rad 
Clave E 


Nivel 2 (página 8) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
12. De los datos: 


o. =786,75' =786' + 0,75' 
o. =786' + 0,75 x 60" 
o. =786' + 45" 


= (13 x 60 + 6) +45" 
o. =13x60' + 6' + 45" 
pr 


15. 


a. =13% +6' +45" 
a =136'45"=a*b'c" 
.a=13b=6;c=45 


Análogamente 

PB =4217,09" 

PB =4217" + 0,09" 

PB =4217" + 0,09 x 100% 
B = 42177 +9 

B=42x 100" + 17" +9 


a 
do 
PB =422 179% = 0 y" ¿8 


.x=42y=17;z=9 


De las expresiones: 
l. a=13;b=6 = ayb no son equivalentes. 


(F) 


b y zestán en razón de 2 a 3. 
(v) 


| pb 


3 


lll. c=45;z=9 = zes menor que C. 


(F) 
Clave E 


13. Del gráfico se obtiene: 
x? + 90% + 01? + (89) + 90? = 360? 
Xx +0 +180* — B” = 360? 
Xx” — PB? + a =180* 
x= 180% + P*- 02 

Luego; el suplemento de x será: 

S(x) = 180? — x 

S(x) = 180* — (180? + B* — a”) 


. S(x) = 0? — B? 
Clave B 


4 [ Intelectum 5.2 


16. 


CD Razonamiento y demostración 
14. 


40" =aa0 aa" aa” 


(1) 


>4p9 (2)- 40 4494 (1000) 
9 91 49 


47 (1009 
E 


ZA 


= 44% 


= 40 = 449 4 447 


> 40? = 449 447 445 


Comparando (1) y (2): 
=a=4 
. 2a=8 


Clave E 


Del dato: 


(C+S)+(C+S)+(C0+8S)+... +(C+8) = 38005 


»S 


n términos 


Luego: 


nic +) = 38008 


De la fórmula dl 


E A 
180 200 7 


> Ss = 180R y Cc = 200R 
T T 
Luego: 


nc +5) = 38008. 


3800R 


[220 188). 
T 


T T 


n(380R Y _ 3800R 
T T 


n=10 
Finalmente: 


2n* = = 20" (¿7 ) rad 


180* 


.. 2n*= EN rad. 


Clave A 


Por dato: 


160= 1. (m1 vuelta) 


col 


1604 = 2 (360%) = 1202 


1604 = 120" 
44=30 


(4) 


(2) 


Piden: 


1204 = 120 x 14 
De (3): 


A_ 9 a 
120 120x (5) 


-. 1204 =278 
Clave C 


CD Resolución de problemas 


17. Sean: a., f3 y € dichos ángulos. 
a + Pp =202 (1) 
p+0= dit ar 38 36 (2) 
180? o 
0+0=% a o 3) 1002 ...(3) 
Sumando (1), (2) y (3): 
2(0. + B +0)= 1562 
a+p+0=78* ...(4) 
De (1) y (4): 
(209) + 0 =78* > O = 58? 
De (2) y (4): 
a + (36) =78* > o = 42? 
De (3) y (4): 
B + 100% =78* > B =-22* 
seo tad] _ 297 
El mayor es: 58 1807 )- 0 rad 
Clave D 
18. Sabemos que S representa el número de 


grados sexagesimales y C el número se grados 
centesimales. 


Entonces, se cumple: 

3600 S: representa el n.* de segundos sexagesi- 
males. 

100 C: representaeln.? de minutos centesimales. 


Por dato: 
(36008) — 3(100C) = 29 400 
12S-C=98 

12182 IN 200R ] -98 

T T 
1960R _ 98 

T 
= 
+55 


Por lo tanto, el ángulo mide H 20 rad. 


Clave A 


Entonces: mZC = (4 X 10 + 5)” =4 
=mZA= 45" 


Luego: 45” + a. +45” = 180? 
a= 90 


“A = 


20. 


(> 


An 


En el triángulo ABC, se cumple: 


x + 54% + x= 180" 
2x= 126" 


_ege[ 109] _ m9 
x=63( 2) =70 


. x=709 


21. .> rad = Za" 3b'1c”" 


T 
2 


180 1 449,7 
- 3d? vd) 41 + 5 


rad = 414732044 =— 


-5 


rad = 41%32'18” 


he 


Comparando (1) y (2): 
>a=1,b=2yc=8 


Piden: 
J= (a +b)c = (1 + 2)8 
.J.=24 


22. Datos 


x — n.* de minutos centesimales 
y — n.* de minutos sexagesimales 


Sean S, C lo convencional para un ángulo ox: 


x= 100C 


y = 608 
Además: 
x-— y =368 = 100€ — 608 = 368 


También: 

C_8_5-2 

y qe 

Luego: 

100C — 608 = 100C — 60 (q ) =368 


100€ — 54C = 368 


46C = 368 
C=16 

Luego, el ángulo será: 
a =16% 
0 =169x 12d 

2009 
] 27 
E Q= 25 rad 

Zn 
La medida del ángulo es £= 5 rad. 
Clave B 


Nivel 3 (página 9) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


23. De la fórmula general de conversión: 
S C_R_S_C_20kR 


180 200 n 9 10 n 


Se tiene: 


10 10 
-9_C-10 
9 10 
.. Aes correcta. 
B) Se tiene: 
5-£-M-=y 
9 10 T 1 
S+0 Ak) + 10(K) 
9410 —  9+10 “ 
*. Bes correcta. 
Ss _Ce_R-_ 
a 
EN 200k, — rek 
C-R Lt 2 "2 =ko (1) 


200—-n 200—-n 


0-8 _ 200k,-180k, 
200180 200-180 


De (1) y (2): 
C-S C-S 


200-n 20 


-. Ces correcta. 


D) Sea: 
SE. MR 
9 10 Tm 1 
5 C/20RY_,2 
(5) (75). 
Ss? _20R 
81 T 


24. 


*. Des correcta. 


9 1 T 
s/c 20R 2 
5): (28) =« 
SC _ 400R? 
40 


*. Ees incorrecta. 
Clave E 


Sean V, S, C, R los números que representan 
las medidas de un ángulo en los sistemas de 
medición angular: 


Del dato: 
V-1Y-S 
s 6 7 6 


7x30  6x30 210 180 


En la fórmula general de conversión: 


Ss _C€_R_Y 
180 200 rn 210 miel 


A) Relación entre R y V 


De (2) 
RZV. y 2008 
A 40 7 


Aes correcta. 


B) Relación entre V y C 
De (2) 
CV. c-2v 
200 210 *' 21 


Bes correcta. 


C) De (1), siendo S = 360 para el ángulo de 
1 vuelta 


V_20_y- 
7% > V=420 


-. m1 vuelta = 420" ... (3) 


C es correcta. 


D) De (3) 
m1 vuelta = 420" = 360" 
=> 420" = 360" 
"42 =36* ... (4) 
D es incorrecta. 


E) De (4) 
42" = 36" 
P=6? 
7" = 6(60') 
7"= 360' 
E es correcta. 
Clave D 


CD Razonamiento y demostración 


25. 


Reduciendo la expresión tenemos: 
(10 +18)+(Y0 48)? 
(10)? - (15)? 


20 +S) 
(C-S) 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 5 


=k 


.S_ 
Sabemos: 27 


2 
10 
=S=%k AC =10k 


Reemplazando en la expresión reducida: 


_ 2%) _,_ 
E= == -2=43 


“E=6 


Clave C 


26. Factorizando tenemos: 


400 


2rad(1+2+3+..+70)| n 


M= NE 3 
r rad l 2009 
2200 _ 
US 200 == 
.M=11 


u- 119(1+2+3+...+70) 


Clave B 


27. Por dato: 


g m 
(EE) (EA) o oo 
a 


E (1002) y am l (10097) y pM ] — ¿8pn 


m 


p” 
(10199101) = ar 
(102)91)" = 29" 


a 


Comparando: a = 1021 b=1 
Piden: 

a+b=102 + 1=103 
.. a+b=103 


Clave A 


28. Por dato: 
q"= at) A 20" = 102 


== 9 


6 l Intelectum 5.2 


29. M= 


15 = D. reemplazando: 
_ MP4 
gy 9 qv 9 


Clave C 


5 


ea rad + (50%)x + 15x" 


20x” + (5) rad + 80x? 


Simplificando, tenemos: 

20" + E rad + 809 
Ma ==> 
2 rad +509+15* 


> 32 s9g/ 180%) 900/22 
20043 rad Lg) +00 (a 


21 pgg[ 180% Y y 509 LA y 15> 
9 Ti rad 409 


mM =20%+108" +72 _ 200” 


40445 +15 — 100% 


-.M=2 
Clave C 


CD Resolución de problemas 
30. Colocando los ángulos en sentido antihorario, 


tenemos: 


31. 


2-10) 121/1007 
b ¿m9 A60/N 49 
2-0 

b 27 
Piden: 

- f¡La_ /M5fay_ /75/50 
ES y 215) = y 77) 
- /025_25 
a ACREE: 
-p-2 

¿ES 

Clave B 

Por dato: 


Sabemos: S = 180k, C =200k A R= xTIk 
3 180 3 200 3; T_ 
CAT TR Ara 

1 1 1 
a/a g=3 


Piden: 

E =%/6(/3 - /2)SCR 

E =9/6(4/3 — /2)(180k) (200k) (70k) 
E=Y/60x(/3 — /2)n =60k/(/3 - /2)n 


Una aproximación de mes: V3 + Y2 


> E=60/(/3 —/21(/3 +42) = 60k(1) 
. E=60k =60(1) = 60 
Clave E 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 10) Unidad 1 


Te 


D 


Cc 

Por propiedad, el área del trapecio circular es: 
pa (ón) (8m)? _ 702 _ 36m 
OC 


Clave A 


Por dato: la bicicleta dará 20 vueltas. 
Entonces, la longitud recorrida por el centro de 
la rueda (1) será: 

Lc, =20(277 . 20r) = 


L 


800r r 


(1) _ 800rr _ 
(1) 2nr 2nr bi 


>, 
> My) = 400 


Luego, la longitud recorrida por el centro de la 
rueda (2) será: 
Leto, =20(27. . 20r) = 800rcr 


n “Se _ 800mr _ 400 
Ya 2m(3r) — Gar 3 


_ 400 
> Mv) = 3 
Por lo tanto, cada rueda dará 400 y 400 vueltas. 
3 
Clave A 


Del gráfico: 
S; => 


or 
2 
8, +5,= 0% 


Ej La S= 


>S,= 


iS -£) 


Por dato: 28, = 38, 


SECTOR CIRCULAR 


0 ¡m2 2_q Or 
27 (R 1) =3 a 


2(R? — 12) = 3 
2R? = 51? 
ro 2 
> R75 
E 
Ro yY5 


Clave B 


Qe 


Por dato la rueda mayor gira 18”. 
=01= 18% 


Luego, por estar en contacto las ruedas, se 
cumple: 
L; = L, 
=>01. Ra= 65. Rg 
(18*)(4) = O5(2) 


-.0g =36" 
Clave D 
Del gráfico: 
o 
Del gráfico: 
0(14) =14>0=1 
Piden: 
El área del sector sombreado (A): 
0 _ (6? _ 
A= q e 32 
-.A=32 
Clave B 
o<] 


Por propiedad, el área del trapecio circular será: 


(8-06? _28 _ 
NEON a 


-¿A=14 m? 
Clave C 


Del gráfico, la longitud que recorre el centro de la 
rueda al ir de A hasta B será: 


had Ly Hop 
T T 
a (2). 6 + (38). 3) 
197 
BN EE 
Piden: 19 
E (AB) 4 _19 
VAB) — 2IR  2x(1) 8 
_19 
E Mag) = g 


Clave E 


Del gráfico: 
L, =(1)(2) = 
Lo =(1)(5) = 
Piden: el perímetro de la región sombreada 
(2Psomb.)- 
2Psomb. =L4 +3 +L2+3 
> 2Psomp.=2+3+5+3=13 
2 Piomit="19 


Clave A 


Sea el valor de a: expresado en radianes. 


Del gráfico: 
ad a 
a+0=> rad > 0 779 (1) 
- ar 
S; = > 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 7 


Reemplazando en (1): 


5Bay_ Ta _T 
($) =$-a 2772 


Clave B 


B 


| x | 


10. 


Por dato: la rueda barre un ángulo de — rad 
yR=0,5 


Se cumple que la longitud que recorre su arco 
va ser igual a: 


recorrida = (0p)R = (7 )05) 


_ 491 
> Lrecorrida = 22 
A su vez, la longitud que recorre su arco también 
va ser igual a la distancia entre A y B. 
= AB) = recorrida =X 


491 2/2) 7 
22 2217 


A= Y 


> X 


Clave A 


11. Para la polea: 


Cuando la polea gira un ángulo 0, el bloque se 
eleva una altura h tal que equivale a la longitud 
de arco correspondiente al 0, entonces: 


8=L=h > 0=1 (4) 
Además: 
0 
SD es y Me 
ME Ml 2nr 


Reemplazando datos: 


_ rl 5342) 


n 
Co 2) 243417) 

ny =2,5 

... El número de vueltas que da la polea es 2,5 


Clave A 


8 l Intelectum 5.2 


12. 


13. 


Del enunciado, la bicicleta recorre 121: m; por lo 
tanto, cada rueda de la bicicleta también recorre 


121 m entonces: 

2 2 
1 0 1 
O) 


121 m 


121 m 


Luego: 
n= E ; Ny: n.? de vueltas de radio 1 
2m; 

E 
n= Za n,: n.? de vueltas del radio 2 
Nos piden: 
n+ n= 1 Em 

4 s 21, 2na 
Reemplazando: 

174 17 

mM +n= + 

2 0,6) * 24(0,8) 

= 6/10 ,10 

n +0 =6(% +3 ) 
n+n=175 


La suma del número de vueltas de las ruedas 
es igual a 17,5. 


Clave C 


Del gráfico: 


ETRE 
Por dato: 

S= Ai? = (38-242) 
P=(42)?-2/2 +1 


P=(Y2 1) 
Fs (V2 — 1)m 
Luego: 


AO0=0B=r+1V2 =r(1 +42) 
= (12-142 +1) 
AO=1m 
Nos piden 
an T 
AO + 0B + Lag =1 +1 + (5)(1) 


AO +0B + Lig = Em 


Clave E 


14. Del grafico: 


Sabemos: 
_0(R+n) 
2 


UN 


Para el problema 
0=2n;R=9u;r=3u 
e 2 (9 +3) 
20) 

ny =4 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 12) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

1. Por propiedad 


Se cumple: 
SiS3 => S.S4 ... (1) 


|. Si: S¿=Sy: 
De (1): 
S3S, = S284 
S¿S1 = S284 
S, =S» 
“.SiS¿=S¿ => S¡ =S» 
(verdadero) 


II. Se tiene del gráfico: 


2 2 
1. /m2_, 
S,= y UR 1) 
Si: Sy =8S» 
S,=S» 
par Lar) 
¿=p A 
2% =R? 
r/2 =R 
0. Si:S¡=S), => R=1W42 
(falso) 


lll. Si: S¿ =4S, 
De (1): 
S¡S3 = S2S4 
S14% = 523% 
4S, =S» 
Si: S¿=4S4 => 48, =S) 
(verdadero) 


Clave C 


2. Delas propiedades de engranajes y ejes: 
Sean: Na, Mg, Nc, Mp, Ng, Nf; los números de 
vueltas: 

|. Del gráfico: 

D y C mismo eje: 

m=M0 (1) 

DyE engranaje: 

1015) 3 18 = nr 

1015) = Ang She (2) 

(1) en (2): 

Nc = Mg 

... El número de vueltas de C es igual a 4 
veces el número de vueltas de E 
(falsa) 


II. Ay Bunidas por un mismo eje: 
NA = MB 
..Ay B dan un mismo número de vueltas 
(verdadera) 


lII. Del gráfico: 

D y C mismo eje: 

np =Nc (1) 

B y C unido por una banda: 

Ng.r=nc.2r 
ng=2np  ..(2) 

(1) en (2): 

ng = 2Np 

Si: ng es igual a 2 

2=2np 

np= 

-. Si B da 2 vueltas (ng =2), D da 1 vuelta 
(np = 1) 

(verdadera) 


Clave E 


CD Razonamiento y demostración 
3. 


307 a radianes: 


S _ 20R 
9 T 
30 _ 20R 
9 T 
R=7=>0=>3 rad 
_n 0/37 2 12 
A Bo. 
_a (6) _ 361 
S1 +8, => > = 12 = 31 


S, = 21 
Clave B 
2 
Ss, = 27 (1) 
2 
s,+5+5,=262 
0227. _ ga? 
a 
402? , g, _ 92% 
id E 
2 
> 5, = YE (2) 
02% 
A De dl 
So 50? 5 
2 
Clave D 


Del gráfico: 


a, 80)RÍ _ 30R? 
E 


2 
Mas Eaerr =40R? 


2 2 
a, = ABRÍ _ 9OR 


2 2 

Piden: 

40r?_30R?  50R” 
J= A27—Ay ZA 5 
Ag=A2  90R"_ggp2  0R 
2 2 
J=5 
Clave E 


Del gráfico: 
smooas Li 207 _ 24 
20D 20 20 20 
Entonces: 

A _p-6 
PA= 7 > A=G 1) 
Luego 


2 
> 3A= 29 
De (1): 
61% 
(6)-3 
Xé =36 
x=6 


Clave C 


=  Eltriángulo 040,0; es equilátero. 

=  Lasregiones (sectores circulares) 
PO2R; RO2Q; QOyP son congruentes (áreas 
iguales). 


Sea el área sombreada S,. 
Se tiene que: 

Anagc =S, +35 ... (1) 
AABC: equilátero 


2 
Aansc == El S= ADO) 


(49243 


Anagc ==q 


q 2T m2 
¡S= 3 M 
Anago =443 m” 


En (1): 


4/3 =5:+3(5) 


“S,=(4/3 —2n)m 


Clave E 
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Nivel 2 (página 12) Unidad 1 12. 
CD Comunicación matemática h 


CD Resolución de problemas 


8. Del enunciado: De la condición: 


a 11. 


cd se |. Para dos ruedas unidas por una banda: 
E] 
2 
1 
Por dato: E 
1? = 39 
¿a Se cumple: La región sombreada corresponde a un 
14=3 7 m, =Rn, sector circular cuya longitud de arco es la 
00 z longitud que recorre P cuando el cuadrado 
49 — 3 rad ak gira desde el instante dado hasta que C toca 
10 la E el piso por primera vez. 
> 20P= rad . La razón de los radios (k) es igual a la Luego, del gráfico: 
inversa de la razón 2) entre su número lp = 35 
El área del sector será: de vueltas. a 
q - 37 
s=lor?= Eo)? 15m l es falsa. “lp == em 


2 4 


. a 15m 2 II. Del enunciado: Laa 
do 0 U= rom II. De la condición: 
Clave B (: longitud que la rueda recorre. 
Sabemos que: 
9. Sabemos: 
AA 
We 2nr lo 
Para la rueda C: 
hvc = mo] = 0, = 1070 ... (1) deb Trayectoria de P cuando el cuadrado 
cn gira según las condiciones luego, el área 
6: ángulo que gira la rueda sombreada, sector circular y / longitud de 
Por dato: r: radio de la rueda arco donde: 
Oc: longitud que recorre el centro de la rueda 
Mo=ktéh= Los y E ARRÓN a 
21 (3)  2n(4) . 0 .r cmes igual a la longitud que recorre Y 
Pero: (y = l, =24 m, entonces: el centro de la rueda. E BP"=1%+4 
2.2 4 3 ll es falsa. Tom  BP=vY17cm 
mwec==+2=+42% - 
vo" 6n én nn a , 
7 II Sean 2 poleas unidas por un eje: m 
Mo= > (2) Entonces: 
1 2 T 
0=%/17 
(2) en (1): A) 2 
ra 10%() 5d ql ¿0 Tr 
l¿=70m Sabemos que: 
Clave B el Ñ 9 Ñ III. De la condición: 
6: ángulo que gira la polea 
10. De la figura se cumple: a bel de vueltas de una polea (n;) está 
efinido: 
MA= Mglg 0, 
n;="=L 
Na, Ng: n.? de vueltas ' 2n 
Fa; lg : radios Luego: 
: 0 _ 0, _ 
Por dato: ri A 0, longitud de arco del sector circular 
(n — 4)6 = n(3) A sombreado de ángulo central 45? y radio 
e me = 3 cm, entonces: 
ña ? ! ! 0=1 3; 45= rad 
ñ=8 . La razón de su número de vueltas es igual úl 4 
al . q—-3n 
¿n+3=11 Ill es verdadera. E 
Clave D Clave E 


10 l Intelectum 5.2 


Clave C 


CD Razonamiento y demostración 
13. De la figura, sea L la longitud del péndulo: 


QAC, RCB sectores circulares donde: 
Lo, Lz: longitudes de arco 


Por dato: 
Lo +L¿= 1371 cm ... (1) 


Del gráfico: 
L¿= A] L; L,=(L-10)0; 0=30* 
-Lr = 300 T_ 
L¿= > 0=30 180 
- 
6 
=(L-1p% 
Lo = (L - 10) 6 


(L- 10) +3mL 
A 


4nL — 101 =78n 


AR = 887 
== 220 


Clave C 


14. Del grafico: 


A 


2) E 


Datos: 

Ng + Nc = 18; Ng, Nc: Número de vueltas 
Del gráfico: 

A y Bunidos por el mismo eje: 

Na =Ng 

A y C unidos por una banda 


Dar, 
Mala = Neg > = LA 
tc 

Luego: 

Dafa a Male +Nafa 
tc tc 


Ng+Nc?¿=NA+ 


NAfc MATA _ 48 


15. 


16. 


Finalmente: 
Na = Za ; 91: ángulos que gira la rueda A 
0 =2n NA 
a 0 = 127 
Clave B 
Del gráfico: 
MOAB =Í5CGO; IXCFO =IMDEO 
Entonces: 
S, = S3 i S; = Só 
Nos piden: 
2 
Asgoo= 2 ..(1) 
Por dato: 
O rad =72* =72* 2120 
2 180 
9 rad = rad 
- 2n 
a 5 
R=5u 
En (1): 
T 
A<Bop = Ez (0 
A<opD =57 4 
Clave E 
3 
EN CE 
€ 
22 cm 


Para la polea (1) 
La longitud que gire la polea 1 será igual a la 
longitud que recorre el bloque al descender. 


Entonces: 
L, =22 cm 


La polea (1) y (2) unidas por una banda: 
L, =L), =22 cm 

Polea (2) y (3) unidas por el eje de giro: 
0, =03 (dl) 

Se sabe: 

L, = 021 

De (1) 

L> =Ogra 


De:ny==>2-=0=20n, 


L, =Ng(27.)r,; r, = 2 cm 


22= Zn m2) 
bl 
32m YA 

7 
2. n3=1,75 


Clave C 


CD Resolución de problemas 


17. 


Para los engranajes se cumple que: 
Maa = nr sal (1) 

Por dato: 

r¡=5u; n,=1,25 

r)=1u 


En (1) 
m(5) =1,25 (1) 
Mn; == 0,25 

1 


dol 


Luego: 
Para el punto A en el engranaje (1) 


0 
n= > > 0,= 71(7) 
%=>5 


Para el punto B en el engranaje (2) 


n= de > Op =21(1,25) 


T 

- 1 

05 = > 
Finalmente: 


e =4? +46? 
Xé =52 
x=24/13 
. La distancia será igual a 2/13 u. 
Clave A 


. Del enunciado: 


Dato: 
Ri_ 8 Z 
R; =45: Ry =8k 
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19. 


20. 


En la bicicleta se cumple: 
0; = lo > MR; = mR> 


Luego: 
n/(8k) =02(15k) ; n, = 5 


00 = 0,354) 


A 

n= 5 

Además: 

0,= 21 n,; Oy: ángulo que gira la rueda 
a 1 

0,¿=21 (5 


_2 _ 2 180" 
9 7 Tad Sl 


zred 


0¿=72" 


... Cualquier punto sobre la superficie de la rueda 
gira un ángulo de 72*. 


Clave D 


Del enunciado 


La cabra podrá pastar hasta los puntos donde la 
cuerda esté totalmente estirada luego: 


2 
mm. 

SO d 
> 

La zona sombreada representa la región en la 

que la cabra puede pastar donde: 


APB y BOC son sectores circulares. 


Del gráfico: 
yz 2 2 
S1+S2=(515)0) +5n.3 
- 1,9% 
4D 
s,+8,= 42 m? 


.. La cabra puede pastar en un área delón m?, 


Clave A 


Para el triciclo, si se traslada una distancia d; 
cada rueda recorrerá la misma distancia d. 


De la expresión: 
se 
vo Lar 


12 [ Intelectum 5.2 


Para 2 ruedas de radios iguales, si recorren la 
misma distancia. Entonces el número de vueltas 
que dan las ruedas son iguales. 

Luego: 


rueda 3 
rueda 1 y 2 
h Es 
Se cumple: 
My = Agfa; 
n:(6) = n3(9) 
2n4 = 3n3 


Por dato: 
(n, +n,) —n3=8; 


Pero: 
ny =n»; radios iguales 


(2) 


2n; -N3= 8 
De (1) y (2): 
3n3 = n3 =8 
2n3 = 8 
N3= 4 
Finalmente, de: 


EA 
WS > 


Para la rueda 3 
d 


M3= +7 
9 213 


_-_d 
1-8 


-.d=72nm 
Clave A 


Nivel 3 (página 13) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


21. 


22. 


Tenemos 2 expresiones para el cálculo del 
número de vueltas de una rueda. 

mo% .,_%_0R+n 
Vo? Y ar 2nr 


Para la primera expresión, solo es necesario 
conocer el ángulo que la rueda gira para calcular 
el número de vueltas. 


De la segunda expresión, es necesario conocer 
0, R y r; o conocer (, y r para el cálculo del 
número de vueltas. 


Clave B 
Del dato |: 
S, +S,=LaR?+ Lor? 
S/4Sj= Ha +0)R? 
3n= Lía +0 (1) 


Del dato ll: 

L, —Lo=aR-—60R 

L, —L,= (a —0)R 

ZE =(0 —0)R (2) 
Del dato ll: 

m ZAOB = rx — (a +0) 

5 ="-(0+0) 

(a+0)=1- E 

0+0= 31 (3) 


De (1) (2) y (3) se observa que solo (1) y (3) son 
necesarios, tal que presentan 2 ecuaciones y 2 
incógnitas: 


2 (1) 


2 

0+0= Mirad (3) 
1 (5% 2 

(25) 

6/5 

R= $ 


Clave D 


CD Razonamiento y demostración 
Sea S, área de la circunferencia de radio r 


(1) 


23. 


S=1fP 


En el gráfico: 


a =60* 
DO'PO 60? y 30 
00'=2r 


Entonces: 

0Q =00'+0'Q 
0Q=2r+r 

0Q =3r 


El área sombreada (S,) será igual: 
S¡ =S<108 — S 


S,= 0(839? — ar... (1) 


Pero: 
a E T _T 
8 rad = 60 50 pagara 3 rad 
=X1 
12 


24. 


25. 


- IM _ 
S= 31 nr 
np_n(P 
ci (7) 
-, S, =40m? 


Clave C 


En el instante que choca con la superficie 
inclinada. 


Del gráfico: 
(, +4=224 
(, = 220 cm 


Luego: 


h.= == 
vo Zar 


220 
217) 
n-2_ 2 
Ñ T yA 


Ny = 


7 
ny =7 


... La rueda da 7 vueltas desde A hasta chocar 
con la superficie. 


Clave E 


En el gráfico: 


Sea: 
2P+: perímetro de la región ABT 


2P,=AB+BT+L¿5 


Del gráfico: 
-R¿RY3 
2P; = 7 + => +0R 


Donde: 

8 rad = 60? =60".. 3 30 rad 
0 rad = 3 rad 

a 


2P; = += 
2P,: Perímetro de la región ED 


2P, =ED + Lp 


Del gráfico: 
2P,=R +aR; a rad = 60? = <-rad 
2P,=R+ GR %(2) 


Nos piden: 
2P, + 2P) 


De (1) y (2): 


2P, +2P,= Ry RYS IRER+IR 


(41 +9+34/3) p 
6 


2 
ae 2P; E 2P» = 
Clave C 


CD Resolución de problemas 
26. 


Por dato: L¿s = J5LÉ 
=>0R=V5 (0 =>R=V5r 


En el DMODC por el teorema de Pitágoras: 
R=a? + (1+a) 

(150? =2+1+2ra +2? 

>a+ar—22=0 

(a — rila + 2r) =0 

>a=rV a=-2r 

Como:a>0 1. r>0=a=r 


Entonces el LLOAB resulta isósceles. 
B_  =0+0=090% 


d 
o 20 =90* 
a 0 =45" 
-.0= 1 rad 
o A r=a A úl 
Clave B 


28. 


En la expresión: 


50%. 11(07) =9n7 


2 
50%, 110 _ 37 
T 2 


100? + 1101 = 6n? 
100? + 1101 — 6n?=0 
20 +31 
50 — 21 

(20 + 31)(50 — 21.) =0 


Entonces: 
O rad = 2% rad = E 180" 
5 50% 


0 rad =72* 


... El ángulo del sector es igual a 72”. 
Clave D 


Del enunciado: 

0, +0) = 486" 

6; ángulo que gira la rueda ¡ 

Sabemos: 

0 =nvzT 

6: ángulo que gira la rueda en radianes 


Para las ruedas 1 y 2: 
0, +0,=486* = 486 x1ad 


180" 
0,+0,= eN rad 

_ 26% 
Mm 24 +0) 2 = 120 
men=S7  .(1) 


Las ruedas están unidas por una faja, se cumple: 
na(7) =n2(2) 


mM= =>” ..- (2) 
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Nos piden: 
21_3 

20 10 

ES ”m» = n; = : 


n-m= 


Clave E 


29. 


Sea: 
S =Acpao + Aspar 


S= Loja? + So (1) 


Del triángulo AOB: 
A 


mZBAO = mZABO = 45? 
Además 

A o T 
45” =45 180" rad 


45" = red 


Por desigualdades: 
Sia y b ER, se cumple: 


a? +b?>2ab 


Entonces: 
Si S es mínimo: 
al +b?= 2ab 
ae +b?-2ab=0 
(la-b)?=0 
a-b=0 
a=b 


14 l Intelectum 5.? 


Además del lx AOB (lx 457) 
a+b=(/2)(42) 
a+b=2 

2a=3 

..a=b=1 


Clave B 


Donde: 


9y: ángulo que gira la rueda en radianes. 
Sabemos que: 


9, =N,27 
Por dato: 


Del IMOQP(Í330* y 60) 
Op =1Y3 
2 


Además, nos piden h, donde: 
h+QP=r 

pr 143 

2 h=1 a 


Clave A 


31. Sea la cerca cuadrada ABCD, con la cabra atada 


al punto D: 


La cabra podrá pastar hasta los puntos en que la 
cuerda está totalmente estirada. 

Por lo tanto, todos los puntos en que la cuerda se 
estira totalmente forman arcos de circunferencia 
por lo que encierren sectores circulares (Sy, S», Sz). 


Luego, del gráfico: 


5390 


y) 


S, = a m 

5-50 

S,= a m? 

Sy=5(5)07 

Sz = =+ m? 

Nos piden: 

S+S,+8,=P +14 LL 


S/+8,+8,= 12 m 


. La cabra puede pastar en un área de 


Tri 


2 
qa 


Clave E 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS AGUDOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 4. De (1) y (2): 
(página 15) Unidad 1 », . == a=/2k 
1. Pordato: tana = 6 x+2r 
5 En el IMMBL, por el teorema de Pitágoras: 
(ML)? = a? + ké =2k? + k? =3é 
O ESS 
x+r =ML= /3k 
Por el teorema de Pitágoras: , 
o > > Piden: 
XA (x + 1" =(x+2r) a MB__a ET 
Entonces: 2-=6 => 2 =-L 2 -3É=0 ME 73k  V3k 
Xx —3r . COSO = 2 
Piden: x e r E dueñ 
tan0 = 2- 1 _ 
b 12 (x — 3r)(x +r) = 0 
7. 
:.tano => =>x=3 Vx=-1 A 
Clave B 
Del gráfico: x > 0 =x = 3r ] A 
2. Además: 0 > a 
Piden: la cosecante del menor ángulo agudo. a a e 
esco = +21 - (81) +2r Piden: 
(Sr) k= SenA_, senC 
bro 5 secC  secA 
> (SCA = 3 = 3 a Cc 
Del gráfico: + esca = 2 (2) (5) 
E 3 a C 
EIÉSAHM es notable de 37” y 53 Clave € 
> AM =5k, HM = 3k y AH =4k E E 
peo pop 
ao . . , 5 
BM: mediana relativa a la hipotenusa. Por el teorema de Pitágoras: dy eop? 
Entonces por propiedad: BM = AM = MC aia p? 2 
=BM = 5k =BH = 2k US 
Piden: .K=1 
coto = AH — 4k > Clave A 
BH 2k a+d 
cota. = a 
.. cofO =2 8. 
si tanp = 2 
Clave E d 
a Piden: d 
. a -a+4a_a 
coto. — tanf d d 
_a+d-a_d_ 
. . > cota — tanf d d 1 
-. cota. — tanf = 1 A 
a Clave A Trazamos AP 1CB A CQ LAB 
amn m4 ABP = mz CBQ = 37” 
Piden: 6. EAPB notable de 37? y 53”: 
L = tana + cota 
¡Mn _men (1) AP=3 APB=4 
hm nn Ex.COB notable de 37? y 53*: 
Por el teorema de Pitágoras: CQ=12 A BQ=16 
m? + n2= (Y/amn)? a Luego: 
Da 
mé + n= amn ..(2) cota = AQ 221 _7 
Por dato: AL = 3LB Qe 12 4 
Reemplazando (2) en (1): . 
¡mien _amn_, Si: LB=k = AL =3k cotp = 55 =2=8 
mn mn En el MMBL: tano, = (1) 
El a .. cota.cotf = z .8=14 
; _2a_a 
Clave D En el ABC: tana == Uk = *k ...(2) Clave D 
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9. cotó =cos16*%sec37” 


Clave D 


Clave B 


Clave C 


-245 
cotó = 25 4 
-£ 
cotó = 5 
Luego 
D Por T. de Pitágoras 
. e =64 5 
E e =61 
h x= /61 - 
5 . e 
.. SECO = 6 
10. 
n=4 5 
3 
Por dato: cosf = 0,6 = z 
Por el teorema de Pitágoras: n = 4 
Piden: 
K =cscf + cotf 
-5,3-8 
A 
.K=2 
11. 
Piden: 
P = cotOcotp 
=(2y (4M)1_ 
pe ( ) j ( a ) o 
..P=4 
12. 
Piden: 
= (4 (k 
tan0 tana = (25) ; (25) 
.tan0 tana. = + 


Clave D 


16 l Intelectum 5.2 


Piden: 
P = cosfcota + tana secfK 


-P-(2)-(2)+(2)-(2) 


_a,b_a4p 
a 


2, p2 
-p_az+b 
dies a 
Clave B 


> 
qu 
mo 


El DMABC es notable de 37? y 53". 
Del gráfico: 4k =4 =k = 1 


Piden: 
tano. = X =3(1) 
tana =3 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 17) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


Del triángulo: 


243 x 1 


2/3 x 13 


notable de 30? y 60* 
. 0=30 1 a =600 
0 es la mitad de a. 

... (Verdadera) 


Il. send = sen30* = + 
... (Falsa) 


_ ans — Trad 
lll. a. =60* = 180" 


>0= 3 rad 
... (Falsa) 


Clave C 


De la expresión: 
ps ES 
sen0 


seca. = 


sen0 . seca. =1 
6 y a. complementarios: 
cosa. . seca = 1 


Razones recíprocas: 
1 


. SECA = =— 
sen0 


... (Correcto) 
Clave B 


CD Razonamiento y demostración 


e 


Piden: 
k= SenA , senC 
secC  secA 


SNE 


(2) 
Sk E, ado 


2 2 2 2 


Por el teorema de Pitágoras: al +0? =p? 
bé 
=>K= eN 1 
SA 
Clave A 
A 
di b 
B a Cc 
Piden: 


J =(sec?C — cot*A)(sen?C + sen?A) 
(ES ANEY) 
NES) 

Por el teorema de Pitágoras: b? = a? + c? 
(2148 


“.J=1 


Clave A 


DR 
A 8. 
1 3 
O AS 
B x [el 


Por el teorema de Pitágoras: 


esolución de problemas 


3 
Por el teorema de Pitágoras: 
42 =x + (13)? 
16=x2+3 


V13 =x 


Piden: 
J= 13 csc%p + 3tan%p 
2 BN 
+3 
7%) 


4 
J=13 
a 
J=16+13=29 
-.J=29 
Clave D 


O ¡TAS 
B a2 M al € 
H———a—— 


Piden: 
Q = tana . tanO 


2) 
ll 
lo 


y 
2) 
Il 
Do 
l 
n= 


2) 
1 
SES 


Clave E 


Piden: 
P =cot0 . cotp 
_/a Ak Y _ 
Pp) (E) =1 
-.P=4 
Clave C 


2 =144 yx? 
9=1+x 
V8 =x 
Piden: 
cotO = a =4/8 =2/2 
“.cot0 =2/2 
Clave B 
5 
x 
o 9. 
Por el teorema de Pitágoras: 
5=x +22 
25=x +4 
Y21 =x 
Piden 
_x_d21 
senf = 575 
senf = YA 
5 
Clave A 
10. 
Por el teorema de Pitágoras: 
*=24+3 
Xx =13 
x= (13 
Piden: 
J = Secacsca 
3-43 413 _13 
372 6 
da 
cds 6 
Clave C 


Nivel 2 (página 17) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
11. Del triángulo, sea BD = 2a 


538, 127. 
> 


BDC notable de 42 


DC=4a ABC=2a/5 
53, 127". 
q” 


AD=anAB=aYV5 
y AB_aV5 _vV5 


IMBDA notable de 


Eo da ad ... (Falso) 


1 DC _4a_4 


AD ... (Falso) 


1. BD - 2a 2 


as ... (Verdadero) 


Clave A 


54/2 x (2/2) 


Notable de 8* y 82? 
..(a) 


410 x (12) 
1x (12) 


Notable de 37 


45 x (242) 


2x (242) 


Notable de 59 


Clave E 


CD Razonamiento y demostración 


13. tan(a + b + y)tan(2y — a — b) = 1 
tan(a + b + y) = cot(2y — a — b) 
tan y cot, co—razones: 
a+b+y+2y-a-b=90" 
3y =90* 
y =300 
Clave B 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 [ 17 


14. 


a=24/2 
1 


Por dato: sena. = 3 


Por el teorema de Pitágoras: a = 2/2 


Además: cosf = tana: 
= cosp = A A 


a 2/2 


Luego: 


17. 


Por el teorema de Pitágoras: n= /7 


por 


> tang = 47 


Piden: 
Q = 42 cota + 47 tanp 


=0= /2(242)+/T(/7) 
>0=4+7=11 
Q=411 

Clave E 


15. 


Piden: 
Q = tana + tan0 


do UNA LEE, 


Clave B 


Por propiedad: BN = AN = NC 


> m2 MCN = m2 MBN = a 


18 l Intelectum 5.2 


18. 


Del gráfico: 
En el MABC: tana = 


En el IMABM: tana = 


Clave D 


Trazamos EP 1 AD. 
Sea: BE =EC=av2 
AD = 2BC 
AD=4aV2 APD=aV/2 
= AP=3aV2 

IX APE notable de 45”: 
AE = 6a 

Trazamos BQ 1 AE. 
ÍA BOE notable de 45": 
BQ=0E =a 
EnDpMAQB: 

AQ=5an BQ=a 


al 
5a 5 
Clave D 


20. 


Del gráfico: AO, = 0,B = 18 
Luego se deduce: 0/0 = 13 


En el MOHO por el teorema de Pitágoras: 
0/H=12 
Piden: bno de 
tan0 + cota. = AB + OP 
=tan0 + cota. = >+ = 
23 


..tan0 + cota = 1 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
19. 


Prolongamos CB una distancia igual a AB. 


B_ b 
SS c+a 
Por dato: 


3+ 4tanS = 3cscA 


(22) 


4b _ 
reino CN 
db = 3(c —a)(c + a) 


a 
> 4ba =3(0* — a”) 

En el IMACB por el teorema de Pitágoras: 
a+ bé=02 a =p? 


Entonces: 
4ba =3(b%) 


= senBsecAcosBcscAtanB 


M 
(508-608) 


Clave A 


Del gráfico: p >0 

Por el teorema de Pitágoras: 
a=x+ (ax)? 
a=1é 


=a=x4v10 


Clave B 


21. 


22. 


23. 


Nivel 3 (página 18) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


148 , 37. 
al 5 24. En un lx notable de ERE 
143 3 310 
j sen=> 0 10 
Por dato: cosf = 0,6 = z dr AñO 
4 
Por el teorema de Pitágoras: n = 4 
1 
Piden: 3 
K =cscf + cotf .. Ces la correcta. 
-5,3-8 
id ide aia Clave C 
.K=2 25. De la expresión: 
Clave B 2cos%a + 2tan”0 =2cosa. + 2tan0 — 1 
SS ( 2c0s%a. — 2cosu + 2tan”0 — 2tan0 +1=0 
A 4cosa” — 4eosa. + 1 + 4tan0 — Atan +1=0 
(2cosa — 1)? + (2tane — 1)? =0 
e E > 20050. -1=0 2 2tan9 -1=0 
= 1 El 
: cosa = 7 A a 7 
: Ñ =>0a=601 0= — 
Por dato: tanA = 4tanC 
a-a/e : o 
+ 45) l. a. es igual a 45". 
... (Incorrecta) 
DE 
qa II. cotó es igual a 1. 
e ... (Incorrecta) 
Por el teorema de Pitágoras: 
b=v/5C .N El complemento de a. = 60” es igual a 30*, 
Piden: Me o 
(A) (L r===2 
senAsenC = ( b (; ) 30 
2 e 2 r: razón de o. y su complemento 
senAsenC = ( ) l ( ) = 
> 30) la0)7 5 ... (Incorrecta) 
Clave E 
-.senAsenC = z = 0,4 ió 
Clave D [| CD) Razonamiento y demostración 
26. Primero: _ 
Ñ Prolongamos CB una distancia igual a AB. 
Ó 
5 
P. 
5 
Q 
B 


En el IX PAO por el teorema de Pitágoras: 


B_c+a 
al =543 PA 
2 
a =34=a=y/34 Md: 
Prolongamos CA una distancia igual a AB. 
Piden: 
senfcosf = (3) ; (5) 
15 _15 

= senfcosf = += + 

Poos$ ===> 
-.Ssenfcosf = A 


Clave B 


Clave C 


Por propiedad: CH? =AH. HB 
(3a)? = (n) . (m) >9a?=nm 


Piden: 
tanatanf = 15) , (a) 
2 2 
tanotang = 2% = a 


.tanatanf = z 
Clave D 


28. Sea el lado del cuadrado ABCD: 16a 


Empleando el teorema de los puntos medios y 
la base media se obtiene la proporción de los 
segmentos. 


Piden: tanf 
En el ÍMDHO: tang = 28. 


la 
*. tanf = £ 


Clave B 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 19 


29. 


mAC =mCB 


mz COH = 45” 


INTrazamos NR _LAO, siRO=a: 
CM =2a 

OMC notable de 45*: 
AO=0C=2a4/2 

En MARN; AR // NC; m2 NAR =0 


AR=2a/2 -a »A RN=2a 
- coto = 24/2-a - 242 -1 
2a 2 


31.0<a<45* 


cot2a =1B 24 > p=17 


8  c.o. 


32 


E= (V17 — 4) cot 5 


E= (417 -4 1/17 +4) =(y17Y -42 
sil 


Clave A 


Clave C | (> Resolución de problemas 


30. Por dato: 
tany = /2 


Por T. de Pitágoras. 
x= (12)? +1 


cos é cot60” +csc2psen?45” cscp 
cotp sec45” + sec sec30” “tan30” 


q A JN) 2 
LEAN. CA 
2 3 3 
1,3 
m- 354 343 
142 2 
12 3/3 
- 12 343 
is E 
— 1343 
Ms 24 


Clave C 


20 l Intelectum 5.2 


32. Del enunciado; sea DM ABC: 


A 


B [el 


donde a >C; 


Datos: 


a+b=2 
a-=c=3 o 
b+c=2 
b=24-cC «. (1) 


También: 
a-c=3 
a=0+3 ... (2) 


Por teorema de Pitágoras: 
a +0 =b? 


De (1) y (2) 
(0 +3)? +0? =(24 - 0)? 
c? = (24 — cy? — (0 +3)? 
c? =(24 —c+c+3)(24 —c-c-3) 
c? =27(21 — 20) 
ce=27.21-27.2c 
c2+2.270=27.21 


33. 


2+2.270+27?=27.21 +27? 
(c + 27)? = 27(48) 
c+27=36 
=c=9 


En MABC: 


Íx Notable de 37? y 53? 


] o-3 
.. tan37* = 4 
Clave A 


Del enunciado: 


26 k 25k 


Trazamos BH 1 AC 

_o04-12 _ _7 
tanA = 2,4 5 A cosC = 0,28 25 
Luego: 


ÍAMBRC notable de 16? y 74”; para BC = 25k: 
HC =7k A BH= 24k 


En el DBAHB: 
BH=24k A AH=10k A AB =26k 


Sea: 
2p: perímetro de ABC 
2p = 26k + 25k + 10k + 7k 


204 = 68k 
k=3 


Nos piden: 
AB = 26k 
-.AB=26.3=78cm 
Clave B 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 20) Unidad 1 


Por el teorema de la bisectriz: BC = HC = a 
En el MABC: 20 + a =90* 
=m2 ANH=20 


En el IMAHN: sec20 = 
atanO 


> atan0sec20 = x 


... x= atan0sec20 


Clave B 


Del gráfico: 


Anar + Aarec = Ánago 


(/2)09 b9(4/2) 
2 2 


-sen37” = 


(/2)(44/2) 


2 


.senb3” + 


Clave C 


Piden el área del trapecio isósceles (A). 


A= (572) (1) 


Del gráfico: 2d +b =B 


=24=B-b=d=530 


Luego: h = dtand 


he (E? )tano (2) 


Reemplazando (2) en (1): 7. 


_(B+bYB-b 
A=( > Jl > Jtano 


Clave C 


Por dato: HD es mediatriz de AC. 

=AH =HC 

Por C trazamos una paralela a HD. 
Entonces; por el teorema de la base media: 


DH A lb — «NC=2L 


En el IMCBN: cos0 = e. 


Sea r: el radio de la circunferencia. 


Del gráfico, se cumple: CA = CT > BC =cos0(2L) 


. BC =2LcosO 
cota + cot0 = cscaL + 1 Clave A 


= reota + rcot0 = esca +1 


cota +cot0 _ y 
csca. + 1 8. 


Piden: 
Kk - Cota + cot9 _ y 
1 +csca 
. K=1 
pase Del gráfico: 
É _ (base) (altura) _ (acotx) (a) 
ABNC o) 2 
a? 
> Angno = Sy Cotx 2d) 
Angne = (ENYne) - sen0 = (esscajlacseb) - sen0 
A B 2 
Gs = Anenc = 5 (esca. .cscp .sen0)  ..(2) 
El IMABC es isósceles, entonces: AB = BC 
= MmcosÓ = msen0 + x De (1) y (2): 


X = mcos0 — msen0 2 2 
22 cotx = 5 (esca .cscsP . sen0) 


*. x= m(cos0 — sen6) 2 
Clave D = Cotx = csCa . esc. send 
COSX Y _ 
(ee) =0s0aL . 0Scp . (a ) 


(5) . CSCÓ = CSCAL . CSCK . (ex) 
senx COS X 


CSCX . CSCÓ = CSCOL . CSC[ . SECK 
Y 


|») 
. P.=CSCXCSCO 


MR: mediatriz de LC. Clave E 
=>LM=MC=a 9. 
Además, se deduce: mZALM = 90? 

En el IMMLA: secZo = AM. 


LM 
> secza = AM 
a 
. AM= asecza 


Clave A 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 [ 21 


En el IMOAD: 0 + a. = 90% 
Además: NB = AH = ysen0 


Piden: 

OB =0N +NB 
=> 0B = ON +AH = xc08s0 + ysen0 
... OB =xc0s0 + ysen0 


Clave D 


10. 


Se traza: 
BH 1 AE > BH // MN 
Entonces: m4HBM =m.ZEMC =0 
Luego: CD = CN + ND 
= 2a = atan0 + 2atano. 
2 = tan0 + 2tana 
= tan0 =2(1 — tana.) 


Piden: 
tano 
1 —tana 


_2(1-tana) _ 
1 — tano. 


Clave C 


11. 


14. 


A na D 
I a 


ES 
at=n € 
! 


ntanx = y en) = seno COS a. 


B 
4a 6 
M 5b 
6a N 
3b 
A Cc 


Del gráfico: 


Clave B 


12. 


S¡= MaJ(e») send = Sy = 10absend 


pija (102). 


Sy + S, = 40absenó 


sen0 


22 [ Intelectum 5.2 


13. 


Entonces: 
(10absen0) + S, = 40abseno 
= S, = 30absend 
Piden: 
S, _ 30abseng _ 3 


S,  10abseng — 1 


.S2 


PE 


Clave C 


Empleando áreas: 


— (AB). (CH) _ (c)-0x) 
2 2 


*Aa asc 


=> Anagc = a coll) 


(CB). (CA) 
2 


E Arge = sen8 


(a). (0) 


Aragc > 7 sen0 


0) 


Igualando (1) y (11): 


ex _ab 
7 sen0 


«x= 2 seno 
c 


Clave C 


MODP: OP = DPcsc Y. 


OF + FP =rcsc 2 


R+r=rcscQ 


2 


Z £_ 
R=r(0s0 ) 


DAFO: AO =r 


AO = reso: ) 


AE =AOcos0 


= £_ 
AE= res > 1) coso 


Clave E 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 22) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 


(Falsa) 
Il. La medida de la hipotenusa siempre es 
mayor que la medida de los catetos. 
(Falsa) 
III. Existen más de 367 formas para demostrar 


el teorema de Pitágoras. 
(Falsa) 


= Hipotenusa = 10 m 


(Verdadera) 


» AC=342sec45” 
AC=6m 


- MN= AC _ 
MN == 2m 


h=3m 
2-2 


S=3m? Se Same =3 m? 


CD Razonamiento y demostración 
3. 


Del gráfico: 
Asomb. =Asagc — Arge 
Asomb. = Es . SENaL — A . SENA 
Asomp. = 285ena — 3sena. 

*. Asomp. = 29Sena. 


Clave C 


Del gráfico: 
x = ncota + n + ncotf 
-.X=n(cota + cotf + 1) 


Del gráfico: 
Xx = (msena)cosp 
.. X= msena.cosf 


En el MADB: 
AD = (mcos0)cosO AD = mcos%0 
En el DMAHD: 
x = ADcos0 
=> x= (mcos*0)cos0 
X= mcos*0 


Del gráfico: 
BD = ABcoto. 


Clave B 


Clave B 


Clave D 


Clave C 


> 2a = (acoto.)cota. 
2 =cotu, 


«cota =Y/2 


CD Resolución de problemas 
9. 


10. 


aseco 


atan0 


O AS 
a 


Piden: el perímetro del triángulo (2p). 
2p =a + atan0 + asecó 
-. 2p = a(tand + secO + 1) 


Nivel 2 (página 23) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 


B 5m 


Clave C 


Clave A 


Clave B 


CD Razonamiento y demostración 
13. 


70 
H=Rcoto —+H RÁ 
HA 
Del gráfico: 
x=Rcot0 + R 


+. x=R(cotO + 1) 


Clave C 


14. 


Del gráfico: 
CD = BDsen0 = (msen0)seno 
. CD =msen%0 


Clave D 


A m/2sec0 0) m/2sec0 B 


Piden: 


e m 
L=(20). (5 seco) 
... L=6msec0 


Clave C 


Por el teorema de Pitágoras: 


AD=yV5 AAC= /13 


Luego: 


A _ (base) (altura) _ (2)(2) 
AADC 


2 2 
=> Anape =2 ..-(1) 


(AD) (AC) 151/13) 
2 


Anapc 2 


. sen0 = ( .sen0 


=> Arabe = 5 seno (2) 


De (1) y (2): 
2= 5 seno 


Clave D 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 23 


En el MABD: 22. V:ViV:F 

BD = ABtan0 

=xX = (ncsc0)tand CD Razonamiento y demostración 
X= ntan0cscO 23. 


Clave C 


18. 


mcoto 7 
Por el teorema de Pitágoras: 


AM=MD= aV5 
Luego: b lo 2 
Del gráfico: FIAAEa: aselía ura) _ ( al a) 
cotg = M+X 
mcotO 


(1) 
(AM)(MD) seno E 


> Asamo = 20? 
=m-+x= mcot0 


x= mcot'0 — m AxamD ») 
“x= m(coté8 — 1) 


2 
> Aran UN seno 


(2) 


Clave D 
CD Resolución de problemas De (1) y (2): 
19. Za? = seno 
=> 4 =5senb 
j 0 
-.Ssen0 = 5 
E 24. 
Del gráfico: 
Lcotó + L + Lcotó = a 
L(2cot0 + 1) =a 
Te a 
2cot0 +1 
Clave B 
ab En el IMTPC: 3a. +0 = 90? 
" c En el ATOC: 20 + m4 TOC = 180" 
> 2(90? — 3a) + mzTOC = 180? 
ncscf ñ =m2zTOC = 6a 
En el AATO: 2a. + mzATO = 6u 
A ncotf$ E = mZATO = du 
Piden: el perímetro (2p) del triángulo. Piden: 
2p =CB +AB +AC BT=BH+HT 
Ads , => BT =Rcos4a. + Recos4a 
io . BT =2Rcosda 
-.2p =n(1 + cotf$ +cscf) 
Clave D 
25. 
Nivel 3 (página 24) Unidad 1 
CD Comunicación matemática 
21. 
== ncosó0 —— 
Por dato: AB=CD=n 
Del gráfico: 


ncosO = 1 + nsenf 


24 l Intelectum 5.2 


26. 


.sen0 


Clave C 


Clave A 


27. 


=nc0s0 — nsenf = 1 
ncosf = 2 + nsenó 
= ncosf$ — nsenó =2 


A 


..«(11) 
Dividiendo (1) y (1): 


n(cos8 —senf) _ 1 
n(cosf — sen) — 2 
q cosO —senf _ 4 
cosfB —sen0 — 2 
eL 
MES 2 
Clave C 
En el BAHT: 
-TH E 
sen0 = AT =TH =ATsen6 


=Rcos0 +R = (b)senó 
R(cos0 + 1) = bsenó 


— _bsen0 
1+c0s0 


Clave D 


Por el teorema de Pitágoras: 


EC=434 A ED=4/26 


Luego: 
A (base) (altura) _ (4).(5) 
ACED = > 
2 2 
> Arceo = 10 ¿(10 
EC)(ED 34) (426 
E 
> Ánceo = nea ...(2) 
De (1) y (2): 
y 221 y 221 
10 E > CsCO 0 12,21 
.0scO0 = y/2,21 
Clave E 


28. 
mcOosg6, 
Del gráfico: 
PH // BM=mHPD =m-PDB =0 
Luego: 
PC = msen6 
En el ABCD: a, + m4BCD =0 
=mBCD=0-a 
En el MBPC: 


PB =PCtan(0 — a.) 
= x= (msen0)tan(0 — aL) 
x= msenBtan(0 — a.) 


Clave B 


CD Resolución de problemas 
29. 


mcos6 mi 
msen6 


Piden: el perímetro del triángulo (2p). 
2p=AC+BC+AB 

=2p = m + msen0 + mcosO 

.2p =m(1 + senó + cos6) 


Clave B 


30. 


Por dato: ABCD es un paralelogramo. 
=BC=AD = 2bcsco 
=AB = CD = 2acscO 


Piden: el perímetro del paralelogramo (2p). 
2p =AB+BC+CD+AD 
2p =AB +BC +AB + BC =2(AB + BC) 
=> 2p = 2(2acsc0 + 2bcsc0) 


.2p =4(a + bjescO 


Clave A 


MARATÓN MATEMÁTICA 
(página 25) Unidad 1 
1. 


Clave E 


2. Dela condición: 
n+m=2p =n=2p-m 
Sabemos: 
n=m+p? > (2p — m) 

4p? — 4pm+m 
3p? = 4pm 


2=m* + p? 


.m+p? 


Clave A 


10mx — 10n = 9mx + 9n 
mx = 19n 
= S=18n 
Luego: 


18057 rad) = 0 rad 


El suplemento: 
n tad — y rad = (453) rad 
Clave B 


4. Seanx e y los ángulos. 


> y + 60x=1845 sí 


680 (Y Y) 25 2X_Y_ 
0) 9523-3575 
> 3x-y=45 ::22) 
(1) + (2): 
63x = 1890 > x=300 

y =45* . Xx=30* 


Clave B 


k A 
ñ m 
B n 
[e 
(2k + m)0 =n 
= Li + mo - Loy 
As= y (k + m)'9 yk 


As= S0(2k+ mm 
As= hm. 
Clave A 
1,1 29 E 2 
As= 7 Xx 3 Xx (20) =20073 u 
Clave D 
>= + =k=S =0k 
C= 10k 
Reemplazamos: 
2(9k) — 18 = 10k + 30 
18k = 10k + 48 
8k=48 = k=6 
S=54 
Luego: 
_ag/ T A 
R=54 (47) ra > R= <p rrad 
Clave C 
A 
25 (0: menor ángulo) 
B> 24 Eo 
25=24 + k2=k=7 
x =sec0 + tan0 
25,7 _32_4 
UA Y y 
dde 
LS 3 
Clave C 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 1 l 25 


C Unidad e ) ÁNGULOS VERTICALES Y HORIZONTALES 


APLICAMOS LO APRENDIDO 4. 


(página 27) Unidad 2 
1. 


ÓN A d 
HH h 4H a 


Por dato: tand = 2 
> h-=2 >h=2a 
a 


Clave B 


Del gráfico: 
El AACB es isósceles: AC =CB =20 m 
En el IMCHB notable de 30* y 60*: 


A 
CH==3=d=5=10 m 


Piden: 
AH=20+d=20+10 
-.AH=30m 


Clave E 


6. 


3. Sea la altura de la torre: H 


Del gráfico: 
d = (H — h)cota: ..(1) 
d = HcotO ::(2) 


Igualando (1) y (2): 
(H — h)cota. = HcotO 
Hcota — hcota. = HcotO 
H(cota — cot0) = hcota 
— _ hcotor 
cota. — cotO 
Clave B 


26 l Intelectum 5.2 


Sea la altura de la torre: h 


Del gráfico: 
a=12c0t10* 
a= 12(5,67) = 68,04 


Además: 
h=a+ 12 
h=68,04+12 = ..h=80,04 m 


Clave C 


Sea la altura de la torre: h 


D 
Ajá d —— + da —— BB 
Del gráfico: 
En el DMABC: tan = - cl) 


2! 


En el MMBC: tand = - 0) 


Igualando (1) y (11): 
Sd 

2d h 

h=24% = h=42d 


Reemplazando en (1): 


h _4Y/2d_ 42 
> tan0 2d 2d 7) 


..tan0 12 


Clave B 


12m 


A 
AK— 4m —+ d ¡0 


Del gráfico: 

d+4=12. cot53* 
4031 _ a 

d+4=12(%) =9=d=5 


Luego en el IMBCD: 

Por el teorema de Pitágoras: BD = 13 
Piden: seco 

2-22 


eco = === 
sec d 


seco = 2,6 
Clave C 


A 

6h 

| 57 
0] SINS 
B C- DE 


Httt— 6h ———a+ad 


Sea la altura de la torre: 6h 


Del MABC, notable 45*: 
AB =BC = 6h 
Del IMABE, notable 37? y 53%: 
BE=8Bh=a=h 
Piden: tana. 
AB 6h 6h 6h 

620... dm 7h 

. tana = 5 
Clave E 


Sea la altura del edificio: H 
Del ÍMBEC, notable 30? y 600: 
Si: CE=h=BE=hy/3 

Del IMADC, notable 30? y 600: 
AD=hy/3 =CD=3h 


Del gráfico: 2h = 16 


h=8 
Piden: 
H=h +2h=8 + 2(8) = 24 
-.H=24m 


Clave E 


Sea la distancia entre la casa y el colegio: d 


Por el teorema de Pitágoras: 
d? =(150)? + (300)? 
d”=112 500 = 150%. 5 


-.d=1504/5 m 
Clave C 


14. Altura del edificio: H 


Por dato: 
d,= (1527) = 60 km 


d)= (2047) (am) = 80 km 


Sea d: la distancia de separación después de 4 horas. 


Por el teorema de Pitágoras: + Delgráfico: h /3 =(h + 36)c0t60” 


d?=di+d% h/3=-L (n+36) 
d? = (60)? + (80)? =10 000 3h =h +36 
-.d =100 km 3h=36 > h=18 
ClaveD. Luego: H=18+36=54m 
11. Clave C 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 29) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

1. 


2. 


CD Razonamiento y demostración 


Del gráfico: tan30* = dla 48. sd 
x+4 3 
*  hy=12.tan37* 
12=x+4 h,=9m 
x=8m 1 
Clave B + h,=12.tan45 
12. ha =12m 
e H=h; + h,=21 m 
Del gráfico: 
H= 13cot50” = 13(0,84) = 10,92 m 
h + H= 13tan44? Sea la altura del poste: 3h 
h = 13(0,97) — 10,92 En el MABC, por el teorema de Pitágoras: 
h = 1,69 m (an? 4 (3h)? = 20? 
h?=16 
Clave D ] ña mid 
13. 
5. 
Sea h: la altura del poste 
Del gráfico: h = 10tan45? 
=h =10(1) = 10 
-.h=10m 
« — Delgráfico h+8=hy/3 
Clave A 
8 (43+1) 
h= =4(/3 +1 
Ear o” A 
+ Luego H=h+8 El menor ángulo formado por las direcciones 
ae 20" + 900 + 509 =160* 
+ 90? + 50” = 
H=4(3+4/3) m 
Clave A Clave E 
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7. Nivel 2 (página 29) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
11. 


12. 


CD Razonamiento y demostración 


13. Del gráfico: 
Del gráfico: 

El ÍMPSD resulta ser notable de 30? y 60”. 
4 =400os30" =40 (4) 


.d=204/3 =34,6m 
Clave C 


hy, = 30sen74” = 28,8 m 
. h=hy+1,64 = 30,44 m 
Clave A 


14. Del gráfico: 


El menor ángulo formado por las direcciones 
N10%0 y E209S es 120". 

Luego la bisectriz de dicho ángulo tiene la 
dirección E40%N. 


Clave D 


9. Altura del poste: h 


Clave B 


En el ÍMABC por el teorema de Pitágoras: 
(h./3)? + (h)? = 144 
3h? + h?= 144 
4h? = 144 
h? =36 
-.h=6m 
Clave C 


En el IXCHL, por el teorema de Pitágoras: 
x= 360? + 300? =x? = 219 600 


“.x=60/61 m 
Clave B 
16. 
En el ÍMCHA, por el teorema de Pitágoras: 
x =50? + 100? ú 
=x?= 12 500 A A ml 
-x=50/5 m H————— 2h —————— hcot37* 


Clave C 


28 l Intelectum 5.2 


Del gráfico. 
- h _ h 
nO A hcotar” — hi2 + cota7) 
E, A 
> tan0 (5) 10 10 
3 3 
y WE pa 
..tan0 = 10 =0,3 
Clave E 
17. 
DN A O 
| d H— 36 ——Y 
Por dato: 
tan0 = E A tana = £ 
12 4 
Del gráfico: 
H = 36tane = (d + 36)tana. 
Da fe 
sl 36(-5) = (d +36/(4) 
84 =d +36 
-.d=48 m 
Clave E 
18. 
Del gráfico: 
H +h= h43 cot30* 
H+h=h43 (4/3) = 3h 
=H=2h=h= - 
Luego: 
H+h=29 
=H +2 =29 
3H 
> =29 
- 38 
H= 3 m 
Clave B 
19. 


lk— Hcot45” ——— 80 
H Hcot37* 1 


Del gráfico: 
Hcot45? + 80 = Hcot37” 
H(1) +80 = H(5) 


3 
-4H_ -H 
80 = 3 H =80 = 3 
-.H=240m 
Clave D 


20. 


Sabemos: 26*30' = — 
Del gráfico: 
En el IMADB por el teorema de Pitágoras: 
(150 — hy? + (2h)? = 150? 
150? — 300h + 5h?=150% =h?*=60h 
-.h=60m 
Clave B 
Nivel 3 (página 30) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
21. 
22. 


CD Razonamiento y demostración 


Aplicando T. de Pitágoras en el lx PHE: 
de =(10m)? + (5m)? .. d=5/5m 


Clave E 
24. 
c eS 
e T 
ie Á H-x 
-, 45 
A 18 4 
M7 
/ B 
ze H 
x ge x 
A 
45 d añ 


En el DMABC: CB = (AB)tano 
=H — x = Htane 
x= H — Htane 


X= H(1 — tan0) 
Clave D 


CD Resolución de problemas 
25. 


lk—= hcoto —+4— d ——— 
H==——————-  heoto.. —————— 


Del gráfico: 
heota = hcoto + d 
= hcota — hcote = d 
h(coto. — coto) = d 
h= d 
cota: — cotO 
. h=d(cota — coto)” 


Clave A 


Piden la distancia del punto de partida al punto 
de llegada (PL). 


Del gráfico: 
PL = 144 + 100 = 244 
. PL =244 km 
Clave B 
Del gráfico: a +8 =90* 
Luego se deduce que: 
m-PAB = mAABQ = 90 
Trazamos: QH 1 PA 
Entonces se forma el rectángulo ABQH. 
En el ÍMPHQ: PQ = (HQ)seco 
=> PQ = (L)seco 
-. PQ = Lseco 
Clave D 


28. Debemos considerar cuerdas 


deformación. 


rígidas — sin 


Del siguiente gráfico: 


Entonces: 


aV2 45", 
az 
av2/2 >. y 
Por el teorema de Pitágoras: 
2 2 
me = (222) +28?) 
2 2 
3 2a* 188% 208 
SS E 4 
Xx = 52? 
“x=ad/5 m 
Clave D 


En el DMABC: cscx = AL 


CB 
> cscx = SONCOSX - 30 > sex = 30 
h cos Xx 

Piden: 

E = cscx— 15 
>E = (30) - 15 
¿E=15 

Clave D 
30. 


Del gráfico: la altura de la torre es MH. 


=MH = MP + PH 
MH =d + dsena = d(1 + sena) 1) 


En el ÍMOHB: QH = (d + 1)sene 
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Luego: 
PH =PQ + QH 


dsena. = 1 + (d + 1)seno 


dsena = 1 + dsene + seno 


= diseno — dsene = seno + 1 


d(sena — sen0) = seno + 1 


__seng+1 
siii seno — send sl 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 32) Unidad 2 


Del gráfico: 
P=77+ (24) =1=25 
ró=(-3 + (4) 31, =5 3 


Piden: P = cosf — 5coSa. 


(7) -(3)-5(-5) 


--4,2%_-2 
dr ae 
-P=4 
Clave C 
2. Por dato: seno = 2 NO EIC 


Por radio vector: 


24 (12) =(3) 
x*=7=x=vV/7 Vx=-47 


30 [ Intelectum 5.? 


Como:x< 0 =x=-=47 
Piden: 
M= 2cot% — /7 seco 


apio 


X 


Reemplazando (2) en (1): 


> MH =( sen8 +1 
sena. — senO 


iS seno. — sen0 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS DE CUALQUIER MAGNITUD 


4. 


w=2( =D) 7 3 7)=7+3 


12 
-M=10 


5 


. tano=-=7>0 


12 


seng < 0 


Entonces: 6 e lIC 


3 
7 


Clave B 


(-12k; -5k) 


Piden: 
R = 13sen6 + 5cote = 19( 


Tr 


de 


ra) (e) =-5+12=1 


13k 
A4R=7 


—5k 


Clave C 


Ja + senor) 


+1) 


_ (sen8 + 1) (seno, 


El radio vector en P será: 


r=+/(-3)?+5? =/34 


=>x=-3 y =51= 4/34 


Entonces: 
seco = E = 434 __434 
x —3 3 
-Y-5-_5 
tano = as 3 
Reemplazando: 


mol 


3 


k= (17 5) 665) -- 


3 


) 


R= tan180* + cos360* + sen360 


sen90? + cos 270? 


Clave B 


Clave A 


Reemplazando los valores correspondientes: 


8 +00) _ 4 
(1) + (0) 1 


¿R=1 


Clave B 


me ae 


Por simetría con respecto al eje y: 
Pes (-7; 2) 


Luego, por radio vector: 


2=(-7) +22=49+4 


P=53>1= 4/53 

Piden: 

cosa = *=-E E 
coso. LL 

Por dato: 

y Seña = LL 

3 Sena = E > sena = = 


Además: cosa. <0 
De (1): a €IC Va ElIC 
De (2): a EIC Va EllIC 


Entonces: a. EIC 
y 


Q< 5) 
13 


x 


Por radio vector: 
+ y =P 
Xx + (5)? = (13)? 
xÉ =144 
>x=12 Vx=-12 
Como: x<0= x= -12 


Piden: 
H = 2sena + 3coSa. 


27) +20 255) +3(5%) 


24 10_36__26 


213 13 13 


Por dato: 


f(x) = sen2x + sen4x — sen6x 
cos 2x + cos4x + tan x — 4 sec4x 


Piden: Me) 


15) sen2(+) + sena(%,) — seno ) 

4 cos 2(“)+ 0054“) + tan(2-) -4sec4(%) 
senY + sent — sen 

> a 

4 cos$-+cosm+tanT-—4secr 

((=)= (1)+(0)=(=1) al 

2) WAENIM-A4EN7472 
1 

(4)-7 


(a +by sen? eN +(a-—bYcos*m 


3T 2 TC 
asen > +bcos > 


plato ra ab AA 


a(-1)+b(0Y 


Clave C ep (e+bi—(a—bf _ deb 
-a -a 


.E=-4b 


10. P(1;- 2/6) € IVC = ($ E IVC 
y, 


(1: -24/6) 


Por radio vector: 

Pete (2/6 =25 
=Ir=5 
Piden: 
E= senó — 346 cosé 
O 
_(-24/6 1 
E=(45)-346(5) 
E=-4/6 


11. 


Clave D 


Por radio vector: 


e+y =P 


Xx + (215)? =177>x=8Vx=-8 


Del gráfico: x <0 =x =-—8 


Clave D 


Clave E 


Clave C 


Además: a. — 0 = 360? 


Piden: 
B = tana + tano + tan(a. — 0) 


B= (2)+(2) +tancaso”) 


=(15)+(15)+(0)= 15 
1 


Clave C 


Por dato: AB = 4AM 
= AM +MB =4AM 


MB=3AM=> AM _1 


MB 3 


Por división de un segmento en una razón: 
y M6)+3n(510) _ -24n 


n+3n Si Ri 
>x=-6 
_n(4)+3n(12) _ 40n _ _ 
a A 


Por radio vector: x? + y =12>1=2/34 


Piden: 
E = 34senecose 


a 


a/a laa) 


Clave B 


Piden: R = cosa.(secetana — 2csC0) 


E) 


eh 


Clave B 
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Piden: 
T = 3tana — 8tano 


1=3(7)-8(37) 
=T=n+4m (1) 


Por dato: Ax age = 10 


qe. 
—2n qe e 3m 
Al o ae o |) 
-3 -n 
(2n — m — 3) (3m +2—n) 
3m+2-—n)-(-2n-m-3 
al A )| 
101 M+n+5] 
2 
20 = |4m +n + 5] 


Del gráfico: m An son positivos. 
220 = (4m +n +5) 
15=4m+n  ..(2) 


Reemplazando (2) en (1): 


>T=n+4m=15 
2 =15 
Clave D 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 34) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
1. 
Ze 
3. 
Il. sen127*.cos135” >0  (F) 
o 
(+) E) <0 
Il. sen90” . sen60” = + (F) 
E 
a (E) -E 
NX 2 2 
Ill. sen130*. cos60” <0 (F) 
id 
(+) (+) >0 
Clave B 
CD Razonamiento y demostración 
4. M=sena . cosa 
m=43.2 243 
AT 
Clave B 
5. Del gráfico: 
P(-2; 45) 
x=-2;y= 45 
r= (2 + (15Y 
r=Y44+5=3 
a O 
secó = —= == 
Clave C 


32 [ Intelectum 5.2 


Piden los signos de: 


IA 
C = sen 7 sz 
A AA 
(+) H=0) 
ES 0052 Cos O 
=> OE 
O - (+=) 
Piden: A= 4/13 (sena. — cosa) Clave B 
Pero: 
sena = Y = 2. =-2_ 10. 4/7 =/7%:c0s0 <0 
ro JB 413 
A E m- te 
"E e ña - o : 
n 
Reemplazando: 5 => > sen 6 
A) 
413 ) 413 
A=-2+3=1 
y 
Clave D = 
Por dato: tand = > Si 2 :0 e lll 
>x=-1;y=-5 
Del gráfico: 
a-3=-1 >= a=2 
b-7=-5=b=2 
Nos piden calcular: a+b=2+2=4 
Clave B 
“tano = 3 
Para el punto P: tano = 3a Clave B 
Para el punto Q: tano = 222 q. Sesabe: 
. _3_a+ 
Igualando: tano = ar === 5- A 
A 10 2 
> h=a+t>a= 5 Pero: a € IVC 
las a : Entonces: cota = — =X 1r=x+y 
tano 3 > coto 3 Eos 


.g=-M 

POE 6 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
Clave B 
sen9 /cos8 <0 
== =— Nivel 2 (página 34) Unidad 2 
Gl CD Comunicación matemática 
=c0s0 >0,0 € IC v IVC : 
Y 2 > 
sen9 < 0,8 NIC v IVC APO 
y 

De ambas condiciones: O € IVC ñ 


270” <0 < 360” 


135* < L< 1802 >( 


L 

2 

o 8 o e 
90" < 2<120 =(3 


e 
Mm 
o 
x 


P ElIC = 90% <p < 180% 


1082 < E <140 (Q) enc 45 < E < op" > (Ser 


13. 


14. 


180" < 28 < 360" = (28) € IIIC v IVC 
a EIC = 1802 < a < 270" 


90% < > < 135" 


=(5) e II 


360" < 20, < 540 
(20) € IC v I1C 


Piden los signos de: 
M = sena + Coso 


ra rl 
+= 


PE 
Ñ = 0085 sens 
y L 


P = senza. — sen2fB 
AAA —— 


/1=cosA +/cosA—=1 =1+senB 


ycscB +2 = ltanC — 1] 


Recordando el siguiente teorema: 

/a>0sa>0 

Analizamos la condición (1): 

1-cosA>0 A cosA-1=>0 
cosA<1 A cosA >1 

=cC0sA =1=A = 360” € (0; 3607 

Reemplazamos cosA = 1, en (1): 

411 +41-1 =1+senB => senB =-—1 

=B =270* € (07; 3607 

Reemplazando cscB = —1, en (2): 

4-1 +2 = |tanC — 1] > jtanC — 1] =1 

Recordando el teorema: 

la] =b;b>0=a=b Va=-b 

Luego: 

tanC-1=1 v tanC-1=-1 
tanC=2 v tanC =0 

ComoA, B y C son cuadrantes diferentes: 

tanC=0=C= 180* 


Piden: 
A+B+C=360" + 270* + 180? 
. A+B+C=810* 


CD Razonamiento y demostración 


15. 


2777 M(S; 5) 


Por radio vector: 

P= (5)? + (23)? =34 or= /34 
Piden: 
T = 5tano + /34 cose 


alado 
e) a) 
T=3+(5)=-2 = ...T=-2 


Clave C 
de 
2 
Clave A Clave C 
17. Reemplazando los valores de las razones en la 
condición tenemos: 
(1) 
AE) nar 
sa) xD) +(0) Ñ 
qe qa 
Xx 
“.Xk=-1 
Clave A 
18. 


Por dato: G es baricentro del AABC. 
IAEA) 

ss SOS 

ls res) 


1 
3 


Ñ 
Piden: tanf$ =1-L-=L 


Clave B 


Clave C. | CD Resolución de problemas 
19. Sea el ángulo f <3000%  ..(1) 
B es coterminal con a. > — a. = (360%)n 
B =a + (360%n =P = 20? + (360%n 
De (1): 20? + (360%)n < 3000? =n < 8,27 
Como n debe ser un número entero y f el mayor 
posible = n = 8 


-.P = 20? + 8(360*) = 2900? 
Clave A 


20. 


Del gráfico: 
A(=3; m) e lIIC =m <0 


Por dato: Asomp, = 9 


MUA 9 Imi=6m=-8 
Por radio vector: 
2_ Dd 2 
r=(=3)% + m%= 9 + (-6) r=3/5 
Piden: P = tanesene = (212) 
-61/ -—6 4 

pi=(¿=0f. 0.4. E 
Bi (5 (37) 1 
2-45 

siP 7 

Clave D 


Del gráfico: P(—7; a) €IIIC =a <0 
Empleando el radio vector: 
(74 +a?=25 =a=-24 


Piden: 
Vi 2 
cia Air 
pe 
seña = 25 


Clave A 


. Por dato: a. es un ángulo en posición normal. 


Además: 
P(=k; 1 — k) es un punto de su lado final. 


Clave C 


Nivel 3 (página 35) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


23. 


Por dato: € EINNC y es menor que una vuelta y 
positivo: 
= 180% <9 <270* 
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Luego: 


o 8 o 8 
90% < > <115 = > ellC 


[e] o 0 
<3 <9% > 3 €lC 


120% < e < 180" > E ellC 


60” 


45" <2 <675 > L elc 


4 
Piden, los signos de las expresiones: 
H = tano + seno. 
A=4 +=) 

=H = (+) 
8 jon 0 


| = senecos —tan-+ 
se cos y ta 3 


l= (Dl) = (+) 
>| =(+) 

J= se0z0 - 0s0L 

I=()-(+)=(>) 
>J=(-) 


Por lo tanto, los signos son: (+); (+); (—) 
Clave D 
24. 


25. Por dato: 


6 elliC: 


180 <e < 27090 < L <135> L enc 
2 2 
a elvC 


Piden el signo de: 


) 


_ sen6.cos8. tana _ JADE) 
esco + coto, 


(= 
CIA UE) 
=A= (+) 


8 - seca sena _ (4)-() _ 4) 


E E 


a 


9 
cot ”) 
=B=(-) 
Por lo tanto, los signos son: (+); (—) 
Clave B 


CD Razonamiento y demostración 
26. 


Del gráfico: P(x; y) = P(-3k; 4k) 
Piden: 
E = (sena + COSo, 


-1 
E= (244) (e 
r r 


y Ctanás”) 


Clave E 


34 l Intelectum 5.2 


Calculando los puntos de intersección de ambas 
funciones: y = Xx =2x +3 
=> -2-3=0 
(x— 3)(x+ 1) =0 

=>x=3 V x=-1 
Entonces: xy =3 Axz =-—1 
Luego: y; =3?=9 Ay, =(-1 =1 
Los puntos serán: Q(xy; yy) = Q(3; 9) 

Px ya) = P(=1; 1) 

Por radio vector: 
12 =324+9 1, = 34/10 


=p ton =/7 31. 
Piden: L = senacosf = (E) 
a 

L= -0,345 


Clave C 
28. 


=> Cotf = 


Clave C 
CD Resolución de problemas 
29. 


Por radio vector: 
(87 + y?=10? 
y =368 =>y=6 V y=-8 


Del gráfico: P(-8; y) 


Piden: H =seny vos, = (2) (5) 


ES 


H=t 
ds 


IC=y>0=y=6 


Clave C 


B(6; 243) 


Del gráfico: 
El punto A(x+; 0) =A(4; 0) 
El punto C(xo; 0) = C(8; 0) 


Por radio vector: r= 443 

r_ 4/3 

esca = L=42 

METE 
Piden: 


CSCa + Xy +X9=2 4448 
. CSCa + Xy + Xo = 14 


Clave E 


Por dato: a = 300? 
Del gráfico: 30? +28 +30* =90 =p =15* 


Por radio vector: r=a/2 


912 77 
a 


Piden: csc8 = 


Clave A 


Piden: E =tan6 — tang 


sel 
Te) 


Clave C 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 37) Unidad 2 


1. 


_ _sen250” csc 290” tan 300" 
sen840” tan 3000* cos 1200? 
sen250* = sen(270? — 20?) = —cos20” 
csc290* = csc(270* + 20?) = —sec20” 
tan300* = tan(360”— 60?) = — tan60? 


840” [360 1200 |360% 3000" [360* 
720% 2 10807 3 2880" 8 
120* 120? 120? 


_ (-cos20”)(-sec20”)(—tan 60”) 
— (sen120”)(tan 120”)(cos 120?) 
A 
_ _ Cos 20”. sec20”.tan60* 
sen60*(-tan60*)(—cos 60”) 


(043) __-4__443 
3 


(Fm * 
Qs 413 - 40M. 2,307 


Clave C 


Piden: 
E =tan(36 660%)sec(180 3309) 


tan(36 6607) = tan(360* . 101 + 300) 
tan(36 6607) = tan300* = tan(360? — 607) 
tan(36 660%) = -tan60? = (4/3) 

> tan(36 660%) = —4/3 


sec(180 3307) = sec(360* . 500 + 330”) 
sec(180 330%) = sec330* 
sec(180 330%) = sec(360* — 30) = sec30” 


> sec(180 330) = 28 


Reemplazamos los valores en la expresión E: 
a 
El El 3 )> 30 d 
..E=-2 
Clave A 
Por dato: 17x = 180? 


Piden: 

— csct3x _ tan16x 

esc 4x tan x 

_ csc(17x—4x)  tan(17x—x) 

> sc 4x tan x 
csc(180” —4x) _ tan(180*—x) 

esc 4x tanx 
m- csc4x _ (tanx) 
csc4x tanx 

M=1-(-1)=1+1=2 

-.M=2 


M= 


Clave C 


Por dato: tan20” = a 
Piden: 
— sen160” cos 250* 
sen340”sec110* 
_ sen(180* —20”)cos(270” — 20”) 
— sen(360” — 20")sec(90” +20”) 


REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


_ (sen20”)(—sen20”) 
— (=sen20”)(-csc20”) 
A=-=sen?20” = -(1 — c0s20*) 


A=008%20% -1=1— 1 


sec?20" 
_ 1-sec?20* _ 1-(1+tan*20") 
sec? 20” 1 +tan?20" 
__ tanraor _ (af 
1+tan?20"  1+(a) 
2 
. A=-—2 
1+a? 


Clave A 


5. En un triángulo los ángulos internos suman 


180”. 
Entonces: A+B +C= 1809 


Piden: 
2cos(A+B) 
E= —_—_=— 
cosC 
_ 2cos(180* — C) 
_ cos C 


— 3sec(A + B + C) 


E — 3sec(180”) 
_-2c08€C _ ap 

ES cos C EN 

E=-2+3=1 

E= 


Clave B 


. X+y=2% => y=2n-X 


Piden: 
Xx y 


A=senx + tan> + seny + tan> 


a Xx pS -X 
A= senx + tan + sen(2n — x) + tan (7 7) 


En X+( —tanX 
A=senx + tan» + ( senx) + ( tan>) 


A=senx + tan — Senx -tanz =0 
-.A=0 
Clave E 


Por dato: f(0) = no acto 


.q=-X 
Para: 0 = 4 


sen2(— )+ cos4(-) 


rr 
(y 14/ "154/ 
4) tan8(—) + 0sc6(—“,) 


sen(—5-) + cos(—m) 
tan(-21) +050[- SE) 
=senYi +c0s m (HEN 


TY _ 2 
f 4) —tan2n — 00 =(0)- (51) 


=1(h)= =p 


a) + cos4( 
+) + csc6(+-) 


py 2 
(4) tan2r +escon 


2 


(+0) _ 
(0) +=) 


1(5)- sen2( 


nun 
1 


a 

ala 

er 
1 


Clave D 
— SenSx + Cos 8x 
10 cos 2x + sen6x 
5T 

(£)- sen=,"+Cos4Tt _ (19+(1) 

2 cos TT +sen3xr  (-1)+(0) 

T 2 T 
ra") 

f(n) = SEnóx +cos8r — (0)+(1) 

cos2T +senbr  (1)+(0) 

(1) =$ =1=f(n)=1 

3 sontS% + 00s 12m (=1)4(1) 
(3)- cos3rm +sengr  (-1)+(0) 
3T 0 3T 
($) L=0 ($) 0 
Piden: 
(5) +f(n) + ($) = (-2) + (1) + (0) =-1 

T E 
(5) +1) +1(%) = 1 
Clave C 


N(1 —tan205" cot258”) = Seng35 , cos 282 


sent15% - sen258” 
A oy _ —sen25" , cos78” 
N(1 — tan25* cot78”) Sent? + senTe* 
a s oy _ _sen25% _ cos78” 
N(1 — tan25* cot78”) cos25" sena” 


N(1 — tan25* cot78”) =—tan25* — cot78? 
N(1 — tan25* tan12?) = —(tan25” + tan12”) 


Observación: 
por identidades trigonométricas para el ángulo 
compuesto se sabe: 


_ tanoa.+tanp 
sano PI 1 — tan octan B 
n= -[Ctan 25” +tan12?) 


1—tan25" tant2” 
N =-tan(25" + 129)] 
N = —tan37* 


¿N—_39 
¿.N= 4 
Clave A 
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== Y 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


sen20” =n 
C = sen200”tan340*cos160* 
C =sen(180* + 20*)tan(360* — 20%) 
cos(180? — 20?) 


C = —sen20” . —tan20? . —cos20? 

C = —sen20” . tan20* cos 20? 

C =-sen20”. senz0” .cos20* 
cos20 


+. C=-=sen20" =-n? 


Clave B 


_sen(A+B) tan(B+C) cos(A+C) 
nO tanA cos Bb 
_ sen(180?—C) tan(180”-A) 
senC tanA 
cos (180 —B) 
o cosB 


y= sen tanA  cosB 
senC  tanA cosB 


“.J=1-1-1 =-1 
Clave C 


Dato: A+B=90* yB +C= 180" 
Sumando: A + 2B + C = 270 
Restando: C — A =90* 
_ sen(270* —B) 
cosB 


—cosB 
cosB 


tanA 
cot(90* + A) 
tanA 
—tanA 


Clave E 


Dato: x + y = 90? 
En (1): tanx + cotx= Va 
secx cscx = Va 


(1) 
En (Il): secx — escx = /b. 


Elevando al cuadrado: 
sec?x + 0sC?X — 2secx cscx =b 
(secx . escx)? — 2sec Xx cscx =b 
(Ja -24a =b 
a-b=2/a 
Clave C 


tanA 
—tanA 


_—cosB 
e cosB * 


S=-1+(-1) 
. S=-2 


Clave C 
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PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 39) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. 


CD Razonamiento y demostración 


3. 


Piden: sen2580? 
sen2580” =sen(7 x 360” + 60%) 


= sen2580* = sen60* = sE 


. sen2580* = ES 


Clave D 


Piden: tan6173? 
tan6173? =tan(17 x 360? + 53?) 


> tan6173" = tan53" = : -. tan6173" = : 
Clave B 


Piden: tan5520? 
tan5520* =tan(15 x 360* + 120%) 
tan5520* = tan120* = tan(180* — 609) 
tan5520” =-— tan60? = (43) 

. tan5520 =-4/3 


Clave B 


C =sen120*c08225* 
C =sen(180* — 60%) . cos(180* + 45) 
C = (sen60”) (—cos45”) 


Ae 


Clave D 
C = (sen330* + cos240”)tan210* 


Reducimos al IC: 

sen330* = sen(360? — 30”) = —sen30” 
cos240” = cos(180” + 60?) = —cos60? 
tan210* = tan(180* + 309) = tan30? 


Reemplazamos en C: 
C = (-sen30* + (—cos60*)tan30* 
= C =-(sen30” + cos60*)tan30* 
c=-(1 yA da Y3 


2 EE E 


3 3 3 
Clave D 


N = sen(-240*)cos(—120%) 

N = (-sen240%)(c05120*) 

N = -sen(180* + 60%)cos(180* — 609) 
N = -(-sen60*)(—cos60”) 

N = -sen60*cos60? 


n= (22) =L 


Clave D 


9. 


10. 


p - Ssen3015” tan 4290” 
cos 2730" 


Reducimos al IC: 

sen3015* = sen(8” x 360* + 135%) = sen135* 
sen3015” = sen(180* — 45”) = sen45” 
= sen3015” = d2 

tan4290” =tan(11 x 360? + 330%) = tan330* 
tan4290* =tan(360* — 30?) = —tan30? 
=> tan4290* = po 

cos2730” = cos(7 x 360? + 210%) =cos210* 


cos2730* = cos(180* + 30%) = —cos30* 


= cos2/30* = a 


Reemplazamos en D: 


a a 


CE) 2 0. E 
j Clave A 


U=(cos?135" — 3tan127")sen?240" 
Reducimos al IC: 

cos135” = cos(180? — 45”) = —cos45” 
tan127” =tan(180* — 53%) = —tan53* 
sen240* = sen(180* +60?) = —sen60? 
Reemplazamos en U: 

U= [(-cos45) - 3(-tan53")] (-sens0*)? 
U = (cos?45” + 3tan53")sen?60* 


20-12) 0914) 


(1,413 -22 E 
U=(5+4); A 
Clave C 


Nivel 2 (página 39) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 


11. 
12. 


CD Razonamiento y demostración 


13. 


14. R= 


sen(—x) + cos(—x) 
SenX — COS X 
(—senx) +(cosx) 
SenX — COS X 
—(senx—CosxX) _ 
Ssenx — COS X 


T= 


1 “. T=-1 
Clave B 


Ta 


sen(90* + x) 
cos(180* — x) 
R=-20sx ,_cotx 

=cosx  —cotx 
R=-1+(-1) =-2 
2 R==Z 


tan(270* — x) 
cot(—x) 


Clave E 


sen(180* + x)cos(360” — x) 


ES sen(270” + x) 
E- (—senx)(cosx) a 
—COS X 
E = senx 
Clave A 
sen(r oax) Lex) 
16. A = E 
cot(r =x)00s(5+x) 
A= (=senx)(— cotx)(— cos x) 
7 (= cotx)(—senx) 
A = —COSX 
Clave D 
sen(x—To)tan(x - E 
Cos (a = E) 
sen(-(m= x))tan(-(5 =x)) 
- 3 
vos (-(+=x)) 
[=sen( —x)]| tan($ x)| 
_ 3 
vos x) 
T 
_ sen(m — x)tan da -=x) _ (seme)(cotx) 
3T —senx 
vos =x) 
-. S =—cotx 
Clave B 
18 a 225" po 
" tan 143* 
Reducimos al IC: 
sen150” = sen(180* — 30%) = sen30* 
cos225” = cos(180” + 45”) = —cos45” 
tan143” = tan(180* — 37*) =-—tan37” 
tan315” = tan(360* — 45%) = —tan45” 
Reemplazamos: 
Po (al Di 
a -tan 37" 
ALA 
a=J12A_2 E (2y 
3 3 
(54) 
3 
.Á==>= 
/2 
Clave B 


tan(123m +x)50n 9 +x) 


15337 _ 
co EP x 


19. T= ] 
tan(1227 + TC +x)sen(66n +43) 


T= 
cot(7667 + e =x) 
tan(T + xs +x) 
TE NS 
cot(5-x) 


_ (tanx)(=cosx) _ e 
tan x 


+. T= —COSX 


7 


Clave B 


_ csc(— 240”) + sec(—150* ) + cos( 120”) 


20 ES OL=315) + sen 135") 0os(=225") 


E - 080240" + sec 150” + cos 120” 
cot315” — sen135” — cos 225” 


Reducimos cada término al IC y reemplazamos 
enE: 
-(-csc 60”) + (—sec30”) + (—cos 60”) 


ES (=cot45”) - (sen45”) -(=c0s 45") 


E= csc60” — sec30” — cos 60” 
cot45” — sen45” + cos45” 


26) 26)-(9) + 
INES NES 


ES 


sl 
LESS 


Clave B 


Nivel 3 (página 40) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 

21. 

22. 


CD Razonamiento y demostración 
23. Por dato: x + y = 180 
= tanx = —tany A COSx = —COSy 
Además: 
3tanx + 2tany = COSx + COSy + 2 
3tanx + 2(—tanx) = COSX + (—COSxX) + 2 


3tanx — 2tanx = COSX — COSX + 2 
= tanx = 2 


Piden: 
V = 2tanx + 3tany 
V = 2tanx + 3(—tanx) 
V = 2tanx — 3tanx = —tanx 
“.V=-2 
Clave D 


24. L=cos10" + cos20* +cos30* +... + cost80? 
L=c0st10" +c0s20* +... +cos160” +cos170? + cos180” 
Si: x + y = 180% = COSX = —COSY 


Entonces: 
L=co0st0" + cos20” +... —00s20? — cos10? + cos180? 


Luego, al simplificar los términos nos quedará 
solo el término central que es cos90*. 
= L=c0s90* + cos180” = 0 + (-1) 
¿A Le=) 
Clave D 


Del gráfico: 
cot(90* + $) = > = e 
cot(90? + $) = —3 
—tanp = -3 
.tang = 3 
Clave B 


Del gráfico: 


-BH_4 
tano = 9 BH 


> BH? =36=BH=6 


Además: € + a = 180? 
= tana = —tano 


Clave C 


Sea: AB= 4ay/5 
Recuerda: 


2k 
Entonces: 


AM = 10a; MH = 2a y HC = 4a 
HC _4a 
HN  7a 
Además: € + a = 180? 
= tan9 = —tana. 


; <A 
.. tano = 7 


tana. > tana. 


SES 


Clave B 
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Del gráfico: 


3k 3 
EN = tan0 = 3 


Además: B +0 = 180? 

= tanf = —tano = ma 
8 

tanfp =- + 


tano = 


También: $ — a =270% > fB =270 +a 
> tanp =tan(270* + a.) 


q —cota. 
cota. = : 
tana = 2 


Piden: 


tana — tanf = 2- (-5) 
tana — tanf = += E 
*. tana — tanf = e 


Clave C 


29. P= > [sen(nE-+x) +cos(na — x)] 


2 


n=1 

Evaluando: 

n=1: sen $ +x) +Cos(n —x) = 
n=2: sen(r + Xx) + cos(2n — x) =—Senx + COSX 


COSX — COSX 


n=3: sn +X) + COS(3n — X) =—008X — COSX 
Entonces: 
P =(C0SX — COSX) + (—SENX + COSX) + (—COSX — COSX) 
*. P.=—SenX — COSX 
Clave D 


30. 3 (ana Ñ +0)) = 0 


Evaluando: 


=1: ¡7 =tan E = 
n 1:tan(1!5 +0) tan(> +0) 


n=2: tan(15 +0) = tan(r +0) = tano 


n=3: tan(aL5 +0) =tan(3n +0) = tano 


Entonces: 

(coto) + (tano) + (tano) = 0 
2tano = coto 

2 _ 
vote = cotó 
2 =coté8 
=> loot0l = 4/2 
> coto = 4/2 v coto=-=4/2 


Por dato: 8 E IC = cote > 0 
.E= coto = 4/2 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


( 


1. 


página 41) Unidad 2 
: Tr T 
Tenemos: 4 <9< 3 
45” <0<60* 
1 42 
7 < cos8 < EE (1) 


Reducimos la expresión: 
M =cos%0 — 4c0s0 +3 +11 
M =cos%0 — 4c0s0 +4 — 1 


M=  (cos0 — 2)? 1 


En (1): Ea 124 


EA y = (000 — SL 
a 1247 


= Me|5-242, 4 


Máx. => 3 
Clave C 
2. Reducimos la a 
2 —Ja-4 , 33a _ 10a-8+99a 
6+3sen2x 3 2 6 
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2 a+! 

6+3sen2x 6 
ME E 
1 2x2 
Sabemos: -1 < sen2x < 1 
1 <sen2x+2<3 

1 1 4 4 
Jara ara” 
1 4 
aa? 
l<a< 
q=as3 

1. 
ac [553] 


Clave B 
Reducimos la expresión: 
_ 2200828 — cos?28 
cos20 +2 
2 cos 20 (c0520 + 2) 
cos20 +2 
_ 2 cos 20 (c0s20 +2) 
cos20 +2 cos20 +2 


A A 
— cos28 +2 C05en 


F= 


E 2 e E 
20 +2 cos28 F=A+B 


a 


A B 


Sabemos: 
-1<cos20<1 ; 


1<cos20+2<3; 


1 < cos20 < 1 


—coto 


Clave B 


-1 <-—+cos20 < 1 


1 1 
A A A A 
EIN 563 + 
2< < 2< < 
3 =AS2 > 3 =AS2 

SL < 
3 SA+BS3 
-1<F<3 

3 


IXMMNO = MABO 
= MN=AB 
AB = [cosf] 


Clave E 


Clave A 


e 


Del gráfico, en el ÓADC: 


PB _ CD 
AB AD 

PB _tany 
1=[cosy| 2 
>PB= tan 10 +0 Y 


Clave E 


Del gráfico tenemos: 
sen100* > sen40? > sen160* > sen220* > sen280? 
pesetas 
mayor 
Clave B 


Del gráfico: 
Como a € IC, entonces sus RT son positivas. 
Piden: 
Asomb. = Áxons — Ásomn 

(1). (tana) (cosa )(sena ) 
Asomb. 0 E el AA E 


=Asomb. = > (tano — Sena.cOSa.) 


Sabemos: tana = ¿EN 
Cos OL 
1 / senal 
=> Asomb. = El 20sa Seno.cos 0.) 
Asomp = 200 (4 — cosío: 
somb. 20080 ( ) 
=Asomp = ana (1 — cos%a:) 


En el ES OHN por el teorema de Pitágoras: 
cosa + sena = 1? sena =1 — cos%n. 


tano 2 
> Asomb. = 2 (sen a) 
A. — fanasenía. 
+ «Psomb. — 2 


Clave B 


Sea S, el área de la región sombreada. 
Del gráfico se tiene: 
Aaoso =S, + Azaos =Anano + Áanos 


Luego: 
_ 1.seng _ 1.|cos8 | 
a 
28, + 1 = senó — cose 
+. S,¿= 0,5 (seno — cose — 1) 


s, + 


Clave E 


2 


di (senor + 2) (senor + 4) 


R= 2 
TEO 
sen“a + 6sena + 8 


R= 2 
> A a a 
sen“ o, + 6sena +8 + 1-1 
A 
(seno: + 3)? — 1 
Como a. € IVC, entonces: 
-1 < sena <0 
2 < sena +3<3 
4 < (sena + 3)? < 9 
3 < (sena +3)? -1 < 8 
1 2 2 
< < 
4 (sena +3)2-1 3 


Clave A 


10. Representamos cada cantidad en la CT: 


La cantidad menor es: tan300* 
Clave E 


. Operamos la expresión: 


p-3+tanó _ 1+tano 
2 3 
p - 9+3tan0 —2-2tano 
_ 6 


_ 7+tan60 
E 6 


Si 0 € lIC, entonces: 
= oo <tan0 <0 


—-00<7+tan0 < 7 
e En? <lL 


6 
=0o0<F<?7I6 
7 Emáx =1 
Clave A 
Del gráfico tenemos: 
AC +AD =CD 
AC =CD — AD = 1 — |sen0] (1) 


cos?0 + sen? =1 


2 
(4) +sen0=1 > seno + 3 =1 


4 
2%=1 
sen0 = 7 
Isen0] = 1/2 ...(11) 
(11) en (1): 
AC = 1 — |sen6] 
AC=1 - 1/2 = 1/2 
“. AC=1/2 
Clave B 


Del gráfico: 
_oP_ |sen8l 
dada —[cos8 [+1 
_ |sen8| 
+ 2B= 1+[cos8 | 


Como: 6 E IC = seno > 0 > |sen0] = seno 
cose < O = [cose] = —cose 


Reemplazando tenemos: 
_ Sseng  _ sen 
> eS 1-cos8 vers 
-OP= send 
Ae versO 
Clave C 
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Del gráfico: EÉÑADO =Ex0CB (ALA) 
Asomb.= Asapo + Asaos + Axoca 


sen0 ||cosO| 4 4 


>Asomb. = > + |sen0||cos0] 
A a) 


> Asomb.= z + (sene)(—cos0) 


Amb = > — Sengcoso 


Clave D 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 43) Unidad 2 
CD Comunicación matemática 
1. QM: exsec9 
QR : exsecal 
CB : cova 
AB : cov0 
ON : cos0 
OC : sena 
2. 
E A 
=o -1 1 +00 


B) 1 < secóx < oo* 


—o00 0 1 +00 


C) -1 < cosx < 1 


1<cosx+2<3 


Le Le 
3 7 cosx+2 
00 0 3 il] +00 
3 
D) 0<0<r/4 
0O<tan0 < 1 
1_> 
tano — 
00 0 1 +00 


3. 


40 | Intelectum 5.2 


| send || cos | 
Y —_—_—_—_—_—__— 


Ordenando de mayor a menor, tenemos: 
cot200? > cot35” > cot275” > cot100” > cot300” 


Por lo tanto, el menor valor es cot300”. 
Clave C 


Del gráfico: 
1 elC; 2 elIC y 3 ellC 


Entonces: 
tan1 = (+); cot2 = (—) y tan3 = (-) 


Piden el signo de: 
P =tan1cot2tan3 
> tan1cot2tan3 
> PIO = (+) 
-.P=(+) 
Clave A 


Por dato: send = E y 0 ElVC 


Analizando en la CT: 
y 


Se deduce: —-1 <sene <0 
HN AZ 

1< 5 <0 

-5<a-2<0 


—3<a<2 
Valores enteros de a: (-2; —1; 0; 1) 
Por lo tanto, a puede tomar cuatro valores 
enteros. 


Clave B 


M=2 - 3tan?x 
Sabemos: —oo < tanx < +oo 
0 <tan?x < +00 
0 <3tan?x < +oo 
o <-—3tantx <0 
o <2-— 3tantx <2 


=o<M<2 


Clave B 


Del gráfico: AT = tano 
Del dato: seno = 0,6 = z 
Como 6 € IC, entonces: 


3k 


Por el teorema de Pitágoras: a = 4k 


Clave C 


Del gráfico: 
(base (altura)  (1)(] cos8 |) 
Asomb. = HA 


cosO 
ile 2 | 


Además: € EIC =c0s0 >0 
= |cos8| = cose 
Entonces: 


a... 6050] _ 0050 
somb. 2 2 


Aomt;= 2 coso 


Clave B 


Del gráfico: los cuatro triángulos rectángulos son 
congruentes. 
| seno || cose | 
= —— 
Como 6 € IIC = send >0 A cos0 < 0 


p- (Senó)(c0s0) _ _ sentcoso 
2 2 


=>A 


Piden: 


Asomb. = 3A= a(- “ento, 


-Asomb. = - sen0cosO 


Clave C 


10. 


(base)(altura) _ | tana [(1 +| cosa |) 


Asomb. = 2 


Como a € INC = tana >0 A cosa < 0 


_ (tana. )(1 +(—cosa )) 
somb. — A 


=>A 


Ap = tana, (1 — cosa.) 


(sen0)( senx _ A) A 
senx senx 


sen0 = 1 


Sabemos: 
0 EIC 


0<0<r/2 


0 < sen6 < 1 
1 

Ñ 1 — cotx 

1 <1 -—cotx < +oo 


<1 


0 < — cotx < +oo 
=o0 < cotx < 0 


x€ a mue 21) 


ClaveD | Nivel 2 (página 44) Unidad 2 


CD Resolución de problemas 
41. cosa + senía =1 


12, 2 2 1 
— +senía = 1 => senía = 1 77 
a elllC = sena =- 2 


-.a=m1+ 7/4 = 5/4 


A<cos*x — 4cosx —4<B 
A<cos*x — 4cosx +4-4-4<B 
AS (cosx — 2)? -8<B 


Sabemos: 
a <x<d4r/3 


SE <x<4m3 


Mera < cosx < — 1/2 


2 
2 2 <cosx-2 <-1/2-2 
18 +842 > (cosx 2p> 2 
al 4 

84214 > (cosx—22-8>-1 
o L 

A B 

p+B= 8024-17 
-MA+B)=84/2 -21 


Clave C 


12. Reducimos la igualdad: 
(2sen0 — 1)(senx — cosx) = (senx + cosx) 


(2sen0)(senx — cosx) — senx + COSX = Senx + COSx 


(2sen0)(senx — cosx) = 2senx 


CD Comunicación matemática 

13. Sabemos: 
a E lIC; f EIC 
Tl2<a<ra2<p<nrn 
0 < sena < 1; —1 <cosp <0 


A 
+ 

1 < sena + cosp < 1 
=> -1<y<1 


l. yelCoIVC (V) 
IL. y ellc (F) 
Ill. y es cuadrantal (F) 
IV. seny E[0; 1) (F) 

. VEFF 


14. 
l..— Senx > COSX 
¡No es necesario! 


1 El 
y <Semx< > ... (a) 


aa <cosx < — 1/2 
+< cosx<3/4  ..(b) 
(a) + (b): 


De 3,48 
q osx +senx < 7 + 


III. ¡No es necesario! 


1 — cotx 


Clave B 


Clave A 


Clave D 


CD Razonamiento y demostración 


15. Por dato: sena = — 
Sabemos: -1 <sena <1 
1<KA1 <y 
-2<k-1<2 
-1<k<3 
k E[-1; 3] 
Clave C 
16. E=3 + 2tanx 
Sabemos: —oo < tanx < +00 
0 <tan?x < +00 
0 <2tan?x < +00 
3<E<+0o 
>E €l3; +00) 
e Est = 3 
Clave C 


Del gráfico: 
Anorn =A+S 
1.tan0 _ 9.1 


> 2 2 +S 
=2S =tan0o — 0 +1) 
Piden: 

M = (28 + 6)coto ...(2) 


Reemplazando (1) en (2): 
=M = (tano — 0 + 6)cote 
M = tanecote 
Por razones trigonométricas recíprocas: 
tanecote = 1 
-.M=1 


Clave D 


18. Por dato: n <a <2x 


TA 
Sy O gon 


Analizando en la CT: 


Se deduce: -1 < cos <0 
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Piden la variación de: 
aa a_ 
M = 3c0s > 1 


Como: 
-1 <cos <0 


3 <300s 5-<0 


-4 < 30057 41 


=>-4<M<-4 
. Me(-4;-1) 
Clave D 
19. 


CD Resolución de problemas 
22. Simplificamos la expresión: 


y - 4-4c0s a: — sena. 


53 
cos o. — cat 
y 440050 — (1 — cos” 01) 
Ñ COS 01 — 2 
y — 0080 —4c0s 01 +41 
cos a. — 2 
y Losa 2)9-1 
COS a—2 
= aya tl 
T = (cosa — 2) e=7 
A B 
Sabemos: a € IVC 
E <o<on 
0 < cosa < 1 


PO 


2<cosa —2<-1 2<cosa —-2<-—1 


a 
Como 6 € IC, entonces todas sus razones A 4 1 <=1 
trigonométricas son positivas. osa 22 
Luego: AP + PT =AT 1 É a < 1 
=sen0 + PT = tano 2 pa 
. PT =tan0 — seno B 
Clave C dida 
20. 7S B<1 
5 <A+B<0= 2 <T<0 
Tentero = (1) 
* Eyal, = =1 
Clave B 
(base)(altura) — (1)| tan | 23. 
Asomb. = = y 
2 2 
[tano | Punto final 
> Asomb. = 2 del arco 
Como 6 EIC =tane >0 x 
tano Ori 
>Asomb. = (eno) er o 
1 
“+ Asomp. = 7 tano circunferencia 
Clave A Perímetro A BOA: 
p=BO+0A+AB 
21. 
p=1+1+ y sentar + ([cos o. | + 1)? 
p=2+ (senta + (1—cos ar)? 
p=2+ (sento +1-2c0s a. + cost 0. 
p=2+ 42-—2C08 0L 
Clave A 
es (base) (altura) _ (2b)(1) 
O Nivel 3 (página 44) Unidad 2 
Asomp, =D CD Comunicación matemática 
Del gráfico: b = cote 24. 
= Asomp, = D = cota M: (send +cos*0) 
+ Asomp. = Coto -1 <sen0 < 1 
lus 0 <cos%0 < 1 
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— 1 <sen0 + cos'9 <2 


-14<Xx2< 
1 3 <2 
-3<x-2<6 
-1<x<8 
M=Xmin. == 1 
N:0<sen0 <1 
1 <c0s0 < 1 
-1 <cos0 + sen%9 < 2 
k+3 
-4<:HW3< 
1< 2 <2 


-2<k+3<4 
=5<k<1 

N = Kmáx. = 1 
.M+N=0 


Clave B 


25. 
Il. 0% <90”, pero cos0” > cos90” 


IL x>xX AX; Xx € lc 
= tanxy > tanx, 


IL xx E NIC A xy > xo 
= Senxy < Senxo 
IV. xx2€ IC AX <X> 
= COtx, < COtxy 
-. 3 falsas 
Clave C 
CD Razonamiento y demostración 
26. Del ejercicio anterior: 
Si: 0 EIVC =sen0 E (1; 0) 
Por dato: seno = an 


=-1<sene <0 
4 o 2n-5 
1 is <0 
-3<2n-5<0 
2<2n<5 


1<n<ZW 


2 


ne (15) 


Clave A 


27. Por dato: cose = — y 0 EllC 


Analizando en la CT: 


Se deduce: —-1 <cose <0 
a co 
-5<k-3<0 
-2<k<3 

“.KkE(-2; 3) 


Clave C 


28. 


Como 6 € I1IC = sen8 < 0 


z < sen la + 1/3) < 1 


> Ásomb. = >> +(—sen0) %< < 4sen(a + 1/3) < 4 
3<1 - secp <4 
Asomb. = , - senó 2 < -—secp < 3 
Clave B =3< secó <-—2 
31. =secp E [-3; -2] 
Clave E 
Como e € IC, entonces todas sus razones 
trigonométricas son positivas. 
Luego, en el Ex BPT: A [cotfl 
PT = (cote)coso 
. PT = cosOcoto 
Clave D 
29. Por dato: Asomp, = 2 
b.1_ - 
EVI 2=b=4 Del gráfico: 
> a +0 =900 
Del gráfico: PD = cot0 = tana = |tanf| 
(1; 0) = |secp| — |cosf] > 0D?= Po? +P0? 
er a 0D? =tan'p + 1? = |secf| 
=> b =-secp — (—cosf) > A02=PO? + AP? 
=cosp — secp =b =4 11) AO? = 1? + cotég 
maldiada] a ball Piden: AO = lescpl 
iden: el área de la región sombreada. 
Entonces: j H=seníp +0os”p En el AAOD: 
4 6 Elevando (1) al cuadrado: OD _DT 
4 2 242 AO — BT 
0 1 cos“p — 2cospsecf + sec”p =4 
>< —=—> (|sec $ |- 1)(0sc B) 
0% Y3/2 112 |*1 1 BT= 
2 2 [sec B| 
-13/2 0 e =c0s “Pp + secp = 16 +2= 18 
1 0 + ES po ES 
E á A=18 X // Lot A AO // BC 
Clave D 
BC=AO0 
=13/2 + 1/2 1 32. a 
(E4s) BT +TC=AO 
202 =A0- 
Asomb. = 2 TC=AO —BT ] 
43 1 CE tésispjo APBIEDISAB 
ol |sec $ | 
Asomb. 7 2 = 2 
TC= |secB || cscf |-|sec$ || cscf |+|cscf | 
sn E CI 
Asomb. = + 
"som 4 4 | NN B | 
Clave A 3 (seno), TC = 
(base)(altura) 12 [sec B | 
Asomb. = 2 q 2 
30. , PB e lVC = [escg| =- cscf 
y = Asomp. = [Seno] Isecf] =secf 
Como 0 € IC = send > 0 TC = =0scB = — cotf 
> |sen9| = seno sec P 
; Xx 
Entonces: Ñ ; Áreanare = Te 19 
0 o Asomp. = 7] Send | = seno — Cot) (1) 
3 = 2 
Del gráfico: Asomp, = seno ; cotB 
e Areanare = =—— 
Asomb. =Aaama + Arana Clave A 2 
1 CD Resolución de problemas Clave D 
Ñ (2/3) (2). seno | 33. 0<as<n 
somb. E 7924 n/3<a +13 < 1/2 
> Asomb. = 5 + |sen0] E < sen(a + 1/3) < 1 
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MARATÓN MATEMÁTICA Para B: 
(página 41) Unidad 2 


Clave B 
4. Dela condición tenemos: 
T_T od 
tan((2) 7 +<+ p) ==7 
Ep) =-2 
a e B) == 
cotf = 4 tanf 3 
Nos piden: 
E 3, p1- -3 
P sen( 7 + p) cosH 5 
-p=3 
.P= 5 
Clave A 
ClaveA — 5. 
2. 
árbol 
+ — Delgráfico: 
Tk=14m 
k=2m = Hao = 12k + 1,5 m 
Harbol = 12(2 m) + 1,5 m 
Clave E Ed Harbol = 25,5 m 
3. Clave C 
180 <0 < 270? 6. 
Para A: » 
90% < 20 — 270? < 270? 
= cos(29 — 270%) <0 
5) 
o_(8 o sl 
90 < 7) < 135 
z tn( 8 ] <0 Del gráfico tenemos: 
2 tan0 = 3 ¿e 
(-) =5k 5 
“A=()(S) =(+) Clave A 
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Prolongamos NM y CB, APBM isósceles. 


El AMAN es isósceles, entonces: 
=> AN=AM=2=MO 


Luego: AM + MB =5 
2+MB=5 => MB=3 


Nos piden cotó (0 € l1C): 


Clave E 


Clave C 


0 Unidad3 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 48) Unidad 3 


4. Sabemos: sen'x + cos'x=1 — 2sen%xcos?x 
Reemplazamos en z: 
z =sentx + cosx + 2sen*xcos*x 
z=1- 2sen?xcos*x + 2sen?xcos?x 
E 
Clave D 
2. Sabemos: sec'x = 1 + tan?x 
Entonces: 
(secx)? = (5 — tanx)? 
sec?x =25 — 10tanx + tan?x 
1 + tan?x=25 — 10 tanx + tan*x 
10tanx = 24 
tanx = 12/5 


Clave E 


3. Tenemos: 
_ senp Bl sec 
1-seny  sech +tand 
1 
_ senb cosb sen*p 
1 — senp 1 y Send. cos*p 


cosp  cos— 


1 
seng cosp sen? 
1=seng  1+seny  cos”p 
Cos p 


tan? 


sem 4 senp 
1—senp  1+senp cos? 


_ senp +sen”g +1—seng _ sen?g 


E 
1 — sen?g cos”p 


E- seno +1 sen*p 
cos”p  cos*p 


_ sentp +1—sen?4 
cos?4 
o. E=sec4 
Clave C 
4. (senx+ cosx)? = (ny? 


sen?x + 2senxcosx + cosx =n 


2 
2senxcosx =n? — 1 
2 


senxcosx = 2 > 41) 


En D, tenemos: 
D = secx + CSscx 
1 1 


 COSX  SenX 


— SONX + COSX (2) 
SENX COS X NE 


Reemplazamos (1) en (2): 
— SEnx+cosx __n Zn 
Ssenx Cos X n-4  n-1 
2n 2 
n-1 


Clave D 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


cot'x — tan?x 


5. M=secixcscíx — 
cotx — tan x 


Se tiene: 
cotx — tanóx 


cotx — tan x 
1 


A, 
_ (cotx—tanx)(cotéx + cotxtanx + tan*x) 


cotx — tan x 
3 3 
Sobx—tamx — cora + tan?x + 1 0) 
cotx — tan x 
Además: 


sec?xescex = sec?x + csc?x 
sec?xescóx = (1 + tanx) + (1 + cot?x) 
= sen?xcscóx =2 + tan?x + cot?x ...(2) 
Reemplazando (2) y (1) en M: 
M =(2+ tank + cot?x) - (cotzx +tanx + 1) 


>M=2-1=1 
-.M=1 
Clave B 
6. Piden: 
C =secx + cscix 
C=(1+ tanzx) + (1 + cot'x) 
C =taníx + cotx + 2 co (11) 
Por dato: 
tanx + cotx=34V2 
(tanx + cotx)? =(34/2 )? 
> tan*x + 2tanxcotx + cotéx = 18 
ZA 
1 
= tan?x + cot?x = 16 ...(2) 
Reemplazando (2) en (1): 
=C=16+2=18 
-.C=18 
Clave D 
7 — Senxtanx + COSxX 
" cos xcotx + senx 
sem) + COSX 
== COSX 
cosx( a) + SenX 
senx 
sen?x + cos?x 1 
C= COS X _ COSX 
cos?x + sen?x 1 
senx senx 
C= 2X = tanx 
COSX 
. C=tanx 
Clave B 
8. Por dato: 
senóx + costx = ; 
= 1 — 2sen%xcos*x = ; 
f= ; = 2sen?xcos*x 
- = 2sen?xcos?x 
> sen?xcostx = : 


Piden: 
C =sentx + costx = 1 — 3sen?xcos?x 


C=1 a(5)=1 1 


9 3 
.0=2 
.C= 3 
Clave B 
9. Por dato: 
sena — costa = z 41) 
Por identidad trigonométrica: 
sena + cos%u =1 (2) 
De (1) y (2): 
sena = z (a € 1C) > sena > 0 A cosa > 0 
43 sl 
> sena = 22 AC0s0 = 7 
Piden: 
tana. + cota. = seca.csca 
_ 1 _ 1 
= tana + coto. a 7 Z) 
(2) 2 
4 4/3 
> tana + cota, = —:== 
13-43 
tana. + coto. = aeÉ 
Clave B 
40. E = (Sem, 1+008X Y _ poor 
j 1+c0sx Senx 


Por propiedad: 


1—cosx _ _ senx 
senx 1 +C0sx 


Reemplazando en E: 


2 
(1 cosx , 1+Cosx — Acotx 
senx senx 


2 
E = (2C05X +08 X — Acotx 
senx 


sen?x 
E = 4(cscéx — cotéx) =4 
IA 


1 


*E=4 
Clave C 
11 ESCX — COtX | CSCX + COX _ y y 4ooty 
" cscx + cotx  cscx — cotx 
escx — cotx? + (cscx + cotx 
( A Es M + 4cotix 
(csex + cotx)(cscx — cotx) 
2 2 
AA ol 


csc*x — cot?x 
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== 


Por identidad: 
escex — cotéx = 1 
= 20sc*x + 2cotx =M + 4cotix 
2(1 + cot'x) + 2cot?x = M + 4cothx 
2 + 4cotéx =M + 4cotlx 
Comparando: M=2 AN =2 


Piden: 
M+N=2+2=4 
-.M+N=4 


Clave D 


tan?o 


12. T=sentg - —_HL 
(1 +tan*0) + csc?0 


tan?0 
(sec?0) + csc?9 
tan?0 
sec*0 csc?0 


T=sen%0 


T=sen%0 


2 
T =sen'9 — cos*0senó9 a) 
cos*0 


Luego: 
T =sen%0 — sen9 =0 
E VW=0 


Clave A 
= (1 + cot'0)cos*9 — cscó0 
= (csc”9)cos”0 — csc?9 


13. S 
S 


S =coté9 — csc%9 =-—(csc%0 — cot?0) 
A 2 > AAA 
i 
.S=-1 
Clave C 


14. Por dato: senx + cscx = 3 


Piden: 
L =sen?x + cscix 
Luego: 
(senx + cscx)? = (3)? 
sen?x + csc%x + 2senxcscx = 9 
A 
L 1 
=>L+2=9 
¿sLl=7 
Clave C 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 50) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
1. 1 
L senx COSXSENX 


cosx , semx  senx(sen*x + cos*x) 
AAA 
SenX — COSX Y 


.:. [osx] =cosx 


1 1 Senx _. COSX 
Ñ + 
cosx  cosx  1-— 


1 +senx _ 
COS X 


COS X COS X 
1—senx  1- 


“| ]=secx 


-COS?X =1 — cos*x 


- COS*x =sen?x 


= tan?x 
COÍX + ¿=== = CSCX 
1 +C0Sx 
COS X 03 
senx  (1+C05x)  senx 


cos x + 0os?x +senxL_ | A 


senx(1 + COS x) senx 
COSX + cOs?x + senx. =1 +Cosx 
senx. =1 —cos*x 
an? 
senx. =sen'x 


+ [ ]=senx 


1 


==5 
senx — cosx= (senx + cos”xI[sen?x - cos”x) 


e sentx = cos tx = sen?x = cos?x =[v] 


tanxsenx + COSX = CSCX 


senxsenx 
COS X 


aa 


sen?x + cos?x 
COS X 


+ COSX = 


= SECX H CSCX 


cotéxsen*x = 1 — sen?x 


2 
208 A sen?x) = 1 -—sen?x 
sen?x 


1 —sentx=1-—sentx > V 


1+cosx _ secx—1 
1—cosx  secx+1 


SeCcx _ 
A 

secx 
secx+1_, secx— 1 (F] 
secx—1” secx+ 1 


*., [Senx 
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= senx 


.. 2 son verdaderas. 
Clave C 


CD Razonamiento y demostración 


Lycos x 
3. A= SOCX+COSX _ COSX 
1 +c0s%x 1 +c0s*x 
(1 +cos*x) 
pe Ce 0 
(1 +cosóx)  COSxX 
1 
*. Á=Secx 
Clave E 
4. U = (secxescx — tanx)senx 
U = (tanx + cotx — tanx)senx 
U = (cotx)senx = (E senx 
senx 
*. U=COSx 
Clave B 


5. A=(3senx+ 2cosx)? + (2senx — 3cosx)? 
(3senx + 2cosx)”= Osen?x +*12senxcosx + 4008'x ] (67) 
(2senx — 3c0sx)?=4sen'x — 12senxcosx + 9cos? 
A=13sen*x + 13c08*x 
= A=13(sen?x + cosx) = 13(1) 
-. A=13 
Clave E 
6.  C=sSenxcotx + COsx 
C= senx( E) + COSX 
senx 
= C =COSX + COSX 
. C =2008X 
Clave B 


7. Por dato: senx — cosx =n 
Piden: 
H = SenxCosx 
Luego: 
(senx — cosx)? =n? 
sen%x + cos*x — 2senxcosx =n 
1 H 


>1-2H=n? 


2 


o in 
.Hi= 2 


Clave C 


8. Piden: L = senxcosx 
Por dato: 


Senx — COSX = z 


Elevando al cuadrado: 
2 
(senx — cosx)? = (5) 


senx + 0os'x — 2Senxcosx = : 


=>1- 


Clave C 


9. Por dato: secx = 1 + senx 
Piden simplificar: 
1—senx _ secx (1 —Senx) 


cosóx  Secx  cos*x 
4 —senx _ (1 +senx)(1 — senx) 
cos*x cos?x 
2 
1 —senx (1 — sen x) 
cos*x cos?x 


1 —senx _ (cos?x) =1 
cos*x cos*x 

1 —senx _ 1 
osx 


Clave B 


10. Por dato: tanx + cotx = 3 
Luego: 
tanx + cotx = 3 


1 


Secxescx = 3 => ——— = 
COS XSenx 


= SENXCOSX = = 
Piden: 
C =sentx + costx 
C =1- 2sen?xcos*x 
C=1- 2(senxcosx)? 


Clave D 


11. Piden: csca 
Por dato: 
xcos*a. — yseno, = ysenío. 
x(1 — sena.) — ysena. = ysenía 
x(1 — senta) = ysenía + ysena. 
x(1 + sena)(1 — sena) = ysena.(sena + 1) 
x — xsena. = ysena. 
X= (y + x)sena 
Xx 


=> sena = — 
y+X 


x+ 
. CSCOL = Ea 


Clave C 

CD Resolución de problemas 
12. f(senf) = sen%p + Ñl A 

f(cosf) =cos*B + 1 

[f(senf) + f(cosf)] = sen?p + cos”B +2 

1 

f(tanf) =tan?B + 1 = sec? 

; 2 2 Y (+) 

(cotf) = cotóB + 1 =cscúp 


f(tang) + fícotg) = —? 


sen*B cos?p 
Reemplazamos en la expresión: 


1 2 2 
3[——- | = 3sec“pesc 
ren dd 
Clave D 


13. 


Resolvemos la ecuación: 
2tan?x — 3tanx + 1=0 
2tanx -1 
tanx 1 
2tanx—-1=0; tanx-1=0 
tanx = 1/2 ; tanx= 1 


Sabemos: -% <x<1 


4 4 
=1 <tanx< 1 
+. tanx = 1/2 


Hallamos el valor de M: 

M = secéx — 3sectx + 3secx — 1 + 1 
M= (sec?x - q +1 

M= (tan2x? +1 


1P úl 65 
M (3) +1 TN 


64 


Clave A 


Nivel 2 (página 50) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


14.* 


15. 


senx 
1 + COSsxX 


COSX 
senx 


_ Sen?x + COSX + COS”x 
(1 + cosx) senx 


(1 + Cosx) 


a = CSCX 
(1 + cosx) senx 


Secx 


2 
lo, dos 1 —cos*x 
COSX — __COSX 
NN 2 
LA semx 1-senx 
senx senx 
_ senóx 


2 =tanix 
cos ex 


sen) 


2 
os X) = cos V 
cos XA senx 


COS X 5 


senx / 1 
senx 


=  COSX % - senx 
COSX 


= senx — senx=0 4% 1 F 


= SenZx +COS”x + 25enx. COSX 
+ sen?x + COosx — 2SenX . COSX 


1+1=2%0 


F 
Simplificamos la expresión: 
4 1 sen?x+cos*x 
A o 
cos“x  sen“x Sen“xcos”X 
2 
NE 1 eL (sente cosóx) 
SEnX . COS X SENX COS X 
2 
p= (== + e) = (tanx + cotx)? 
COSX  Senx 
Utilizamos el dato Il: 
2 
p=(2)"=4 
Clave C 


CD Razonamiento y demostración 


2 2 2 
46. U= Secóxcsc Es X 
tan*x 
U- csc?x(sec?x — 1) 
tan?x 
2 2 
scrxltanóx 
U= paa) = esc?x 
tan*x 
-. U=csc%x 
Clave B 
17. D = (secxcscx — cotx)cosx 
D = (tanx + cotx — cotx)cosx 


D = (tanx)cosx = (o) oosx 
. D=senx 


Clave A 

L = (tanx senx + cosx)(cotx cosx + senx) 
L= ( senx 
COS X 
2 


2 
E + COS x) en + senx] 
X senx 


senx + cosx [22 cos Xx+ senx) 
senx 


L 


105] 
sen 
COS 


L 


sentx + cos?x J cos?x + sen?x ) 
COSX Senx 


L= (sx) = SECXCSCX 
cosx JA senx 


. L= SECXCSCX 
Clave E 


ls sec?xcsc*x — sec?x 
cot?x 


sec*x(csc?x — 1) 

[E 
cot*x 

_ secix(cot”x) 


z =Sectx 
cot“x 


li 
+. L=sec?x 
Clave A 


— SOMX+C0SX _ SENX +COSX 
Secx + CSC x 1 1 


senx 


20.R 


COS X 


(senx + COS Xx) 


R= == = SENnXxCOosx 


(senx + Cos Xx) 
SENX COS X 


... R = SENXCOSX 
Clave C 


21. Por dato: 


tanx + cotx = 4 
= Secxcscx=4 ... 
Piden: 
L = secx + Cscx 


Elevando al cuadrado: 

L? = (secx + cscx)? 

L? =sec?x + cscóx + 2Secxoscx 
L? = secóxcsc*x + 2ecxcscx 

> L? = (secxcscx)? + 2secxescx 
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Reemplazando (1) en la expresión: 


= 1? = (47 +2(4) = 24 
=>1?=24 
. L=24/6 
Clave B 
22. Piden: A = tanx — 2cotx 
Por dato: 
tan?x — 3tanx=2 
Dividiendo entre tanx: 
tan“x _3tanx__ 2. 
tanx  tanx  tanx 
tanx — 3 = 2cotx 
= tanx — 2cotx = 3 
.A=3 
Clave C 


23. Piden: tanx + cotx 
Por identidad: tanx + cotx = secxcscx 


Por dato: 
senx + cosx = y 15 senxcosx A x € NIC 


Elevando al cuadrado: 
sen?x + cos*x + 2senxcosx = 15sen?xcos?x 
Sen x + COS x 


1 
> 1 + 2senxcosx = 15sen?xcos*x 


Sea: senxcosx = a 
> 1+2a= 158? 


0=15a?-2a -1 
3a —1 
5a 1 


> (3a — 1)(5a + 1) =0 
1 


ce ll 
ds va= 5 


SEnxCosx = - V SENXCOSX = - 


Como x € IIIC: senx < 0 A cosx < 0 
= senxcosx > 0 


Entonces: 
SENXCOSX = 


wm 


secxcscx = 3 
*. tanx + cotx = 3 


Clave B 


24. E =m(sen%0 + cos%0) + 2(sen*8 + cos%9) 
E =m(1 — 2sen%0cos%0) + 2(1 — 3sen0cos%0) 
E = m + 2 — sen2cos0(2m + 6) 


Entonces: 


E =m + 2 — (2m + 6)f(0) 


Luego para que E sea independiente de 0, el 
coeficiente que acompaña a f(0) debe ser cero. 


=>2m+6=0 

¿0 

2 
.m=-3 

Clave B 


48 l Intelectum 5.2 


25. Por dato: tanx + cotx= Y/5 
Luego: 
tanx + cotx= /5 
RÁ 


secxesox=V5 => 1-5 
COS XSENX 
1 

SENXCOSX = == 
- Y5 
Piden: 
M=sentx + cosóx 
M= 1 - 3sen?xcos*x 
M= 1 -— 3(senxcosx)? 
M=1-3( LY 

a 

O 
ME 5 5 

M= ¿ =04 

Clave D 


CD Resolución de problemas 
26. Tenemos la ecuación: ax? + bx +0 =0 


Raíces: sen6 y coso 


Suma de raíces = > 


Producto de raíces = a 
Entonces: 


2 
(send + cos0)? = (3) 


2 

sen + 2sen9cos0 + cos” = 2 
a 

2 

22 E 
a a 
a? + Zac =b* 


Clave C 


27. R(4) =senta. + costa =1 — 2senacos%a 
R(6) = senta. + costa =1 — 3senacos%a ! 


R(4) — R(6) = senía cosa 
R(2) = sena + cosía = 1 
1 1 il 
7 A E 
(22) senta cosa  sentacos“a 


Reemplazamos en P: 


= (sentacos%a) x 1 x 
P=1 


1 
senza cos*a. 
Clave E 


Nivel 3 (página 51) Unidad 3 


CD Comunicación matemática 
28. M=4sen?x + 4senxcosx + cos*x + sen?x 
— Asenxcosx + 4c0s*x 
M= 4(senx + cos”x) + sen?x + cos?x 
M=4+1=5 


N =senkx+ E =senx + asen) l ] 
sen*x senx 


sen?x 


= (senx + 1 y 2=7-2=5 
senx 


M-N=5-5=0 
Clave B 


29. En la sucesión, tenemos: 


FE e O ls 
SE 


1-k 1 1+k 1+2k 


kk k 
Hallamos el primer término: 
4 + 3sen2 — (1 +2k) — (1 +k) =2 
4 + 3senóx — 2 — 3k=2 


3sen?x = 3k 
k =senx 
>t= sen?x 
t=3+ sen?x 
N =3 + sen?x — senx 
.N=3 
Clave B 
CD Razonamiento y demostración 
4 2 
sec"X — sec”X 
30. M = AS 
CSCTX — CSCÓX 
_ sec?x(sec?x — 1) 
 esc?x(cscóx — 1) 
_ sec*x(tan*x) 
—csc2x(cot?x) 
M= (E tan? x(tan 2x) 
cos” X 
>M= (tan?x) tanx 
-. M=tantx 
Clave C 
31. Por dato: tanx — cotx = 2 
Piden: 
E =tan?x + cotlx 
Luego: 

(tanx — cotx)? =2 
tan?x + cotx — 2tanxcotx =4 
 íZAÁA y XAAÁAÁKÁ. 

E 1 
>E-2=4 
JE=6 
Clave C 
1 senx_ 
32. A= Se0x— tanx=2 _ cosx__Cosx 
j Cscx — 2cotx — 1 1__2c08x _y 
Ssenx  Senx 
1 — senx — 208 X 
A= COS X 
1 — 205 X — senx 
senx 
_ senx(1 — senx — 2c08x) 
COS X(1 — senx— 2c08x) 
= 2% — tanx 
COS X 
*. A=tanx 
Clave A 


33. Por dato: 
tan*x — sen*x = nsen?x 
sen?x 2 2 
== — senx =nsentx 
Cos”x 
1 —cos?x 
> sente dl 0) = nsen?x 
cos*x 
(sen?x) — E 
cos*x 
>tan'x=n 
- n=tan%x 
Clave C 
(cosxtanx — senxcotx)' — 1 
34. E= 
2C0SX 
2 
(ox = sem) a 
E= COSX senx 
2C0sx 
2 
E- (senx — cosx)' — 1 
2C0sx 
1 
AAA 
E- sen?x + cos?x — 2senxcosx — 1 
2C0Sx 
E= 1 —2senxcosx—1_ —2SenxCOSsX 
2C0SX 20085 X 
. E=-—senx 
Clave B 
35. Por dato: 
tanx + cotx = a 


(tanx + cotx)?= a? 
tan?x + cotéx + 2tanxcotx = a? 
1 


= tan? + cot?x = a? — 2 ...(1) 


Además: 


tanx — cotx = b 

(tanx — cotx)? = b? 

tan?x + cotx — 2tanxcotx = b? 
¡a 


=tan?x+cotx=b?+2  ..(2) 
De (1) y (2): , 
a—-2=b"+2 
.a—p=4 
Clave C 
36. Por dato: 
Cotéx =cscx 
2 
=> 28X- > cosx=senx ...1) 
seníx  Senx 
Piden: 
E =c0séx + cos*x 
E = (cos?x)? + cos?x (2) 


Reemplazando (1) en (2): 
= E = (senx)? + cosx 
E =sen?x + cos%x = 1 
2 Es 
Clave A 
CD Resolución de problemas 


37. M= /1 -2c0s0cosf + cos*0 cos”p 
(cos*0 — 2c050 cos $ +cos?f) 


M=/1+c0s?0 cos”B — cos?0 — cos*p 


M= /1—cos?p +cos?0 (cos?p — 1) 


M = /'sen?f + cos?0 (- sen*B) 
M = /sen?p (1 — cos*0) 

M = /sen?p . sen%0 = senfsend 
0 E IC > |senf] = senf 

B € IC > |sen0] = sen 

= M = senfsenó 


+. 2fact = senf + sen0 
Clave D 


TRIGONOMETRÍA - 


38. 


39. 


N = y/1 - 2senOsenf + sen*PBsen?e 


— (seno? — 2sensenf + sen?) 


N = /1 + sen*0sen?fB — sen?0 — sen?B 


N = /1 - sen?f + sen?0 (sen*p — 1) 


N = /cos*f + sen*0 (- cos”B) 
N = /cos?p (1 — sen?) 
N = /cos”B cos“0 = |cos$]|cos0] 


B ellIC = [cosp] =-—cosf 
9 EIVC = (cosO) =cosO 
= N=- cosfcos9 


.. fact = COSO — cosfP 
Clave E 


tanx + cotx = 3 
(tanx + cot x)?=9 
tan?x + cotlx + 2inicon =9 
tan?x + cot?x =7 
Luego: 
(tan?x + cot?x)? = 343 
tantx + cotóx + 3tan”xcotx (tan?x + cot?x) =343 
B 1 7 
=B+3(1)(7) = 343 
B = 322 


Clave B 


SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 49 


ÁNGULOS COMPUESTOS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 52) Unidad 3 
_ sen(a + P) — senfcosa. 
cos(a — B) — sena.senf 


_ senacosf) + cosa.senf — senfcosa 
cosocosfi + sena.senf — sena.senf 


_ Sena cosf _ sena 


Clave B 


Clave D 


tano. 
cosa cosfh cosa 
..C=tana 
2. Pordato: tanx=5 A tanf =3 
Piden: 
_ tanx+tanf 
pl 1—tanxtanf 
5 
tan(x +) = 7 — = Ñ 
-tan(x+ PB) = Qe 
7 
3. Pordato: 


sen(40 + x) + sen(40* — x) = sen40? 
Desarrollando por partes: 


sen(40* + x) = sen40*cosx + cos40*senx lid 


sen(40* — x) = sen40*cosx — cos40*senx 
sen40” = 2sen40*cosx 
1 = 2cosx 
=> COSX = z 
=>x=60% v x=300* 


Piden: el ángulo x agudo. 
.x=60* 


Clave E 


4. A=/(cosx+ cosy)? + (senx — seny)? 


Efectuando por partes: 
(cosx + cosy)? =cos*x + 2cosxcosy + cos y 


A=1 + 2(cosxcosy — senxseny) + 1 


cos(x + y) 
=A=2 + 2cos(x + y) 
Por dato: x + y = 4 
=A=2+ 20057 =2+24) 


A=2+ 4/2 


Clave D 


Del gráfico: 
za =2 
tana = 677 A tan(d +0) = 6 


50 [ Intelectum 5.? 


lao 


(senx— seny)?= sen'x — 2senxseny + sen*y 


. tang+tana _5 
Entonces: T=tanó tana: = 5 


tand + (7) 5 


1=009[1) * 


E 


2 


Clave C 


Del gráfico: AD // BC 8 =a. +B 

Además: tanf = ¿ A tana = 5 

Entonces: tan0 = tan(a. + P)) 
tana +tanf 

tan0 = 


1 — tana tan 


Clave D 


Por dato: tanx = 5 » tany = 3 
Además: x + y + z= 180” = T rad 
Entonces, se cumple: 
tanx + tany + tanz = tanxtanytanz 
> (5) + (3) + tanz = (5)(3)tanz 

8 + tanz = 15tanz 

8 = 14tanz 
8 


-tanz= 4-4 
“lanz=7 =7 


Clave D 


En un AABC, se cumple: 
A+B+C= 180" = 1 rad 
Entonces: 
cotAcotB + cotAcotC + cotBcotC = 1 
Por dato: 

cotA _ cotB _ cotC 


3 Bo 

> COtA = 3k; cotB = 5k; cotC = 6k 
Luego: 
(3k)(5k) + (3k)(6k) + (5k)(6k) = 1 


> 63k?=1 


Piden: 


1 
colo =6k=0/ ] 

7 
-.cot0=-2 si 


/7 


2 
V7 


Clave E 


10. 


Piden: 

A=sen(45* + P) 
A=sen45*cosf + cos45”senf 
1 1 

A=[—=)cosf +[ — | sen 
Edd ea ad 


>A= 1 (cosp +senf)  ...(1) 


72 


Entonces, del dato: 


senf = 


cos = 


Reemplazando en (1): 


we MAYA a) 771) 


E, 
/26 
Clave C 
7 
Xx 
E] 
243 
Del gráfico: tana. == ax >0 
; 23 
z o T+X 
Además: tan(30* + a.) = == 
( ) 273 
tan30” +tana _7+X 
1-tan30”tana 2/3 
75) 57) 
Y3 2/3) _7+x 
42 77) 2/3 
/3N24/3 
(7%) 
243 _T4x 
(2) 2/3 
6 
Luego: 
(2 + x)6 = (6 — x)(7 + x) 
=>x+7x-30=0 
(x— 3)(x + 10) =0 
=x=3Vx=-10 
O 
Clave A 
6 9 
1 [0 _—_—_— 
S 
5 6 
de 
7 8 
a+p+0=180* 


Entonces: tana + tanf +tan0 = tanatanftano 
8 +L+tano 6.É.tano 
7 + tan0 = 42 5 anó 
37_ 2 
55 tanó 
tan0 = 1 
Clave A 
11. 
B 
a O A 
A 3 Hg 1 Cc 
a +Pp+135= 180 — a + P =45* 
tan(a + PB) = tan45? 
tana +tanB 
1 —tanatang — 
hh 
3 =1 
a ») 
1-( 2) 
4,_3- y? 
3 3 
h+4h-3=0 
=> h=4Y7-2 
Clave E 
12. 
07 
+0 = > 
tan(a. + 0) = tan z 
tana +tan0 _ 1 
1 —tanatan9 — 3 
1 
y +tanó 4 
1-tan 3 
16 _ 2 
ÚS tan0 = 15 
Sl 
tan0 = 3 
: y —Hanó — tana 
ego nano el antena: 
a 
E 8.1 
O 
1+(5)=55) 
Sede 
41 
Clave D 
13. 


B 5 C 
n 
F 

3 

A k E D 


ÉM BAE: S = = sen90* = ES 


ls 
22 sengo > 


3k 
5 


Luego: a + fB +60% = 90? — a + PB = 302 
tan(a + P) = tan30? 


ÍA BCF: S = 


> n= 


tana +tang _ /3 


1-tanatang 3 


k xk 
El 
KR 3 
325 
34k 
15 __43 
25-k 3 
25 
_3k 43 
3(25-k) 3 
34k 2 
2 =25-k 
/3 
k2 + 34 25 
E 
E=25 
Clave C 
PRACTIQUEMOS 


Nivel 1 (página 54) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. 


CD Razonamiento y demostración 

3. J=sen(30* + x) + sen(30* — x) 
Desarrollando cada término: 
sen(30* + x) = sen30*cosx + cos30“senx 


1 Y3 


sen(30* + x) = 7 0SX + =—Senx (1) 
sen(30? — x) = sen30*cosx — cos30*senx 
sen(30* — x) = F0osx = Lem .«.(11) 


Sumando (1) y (11): 


sen(30* + x) + sen(30* — x) = +0osx + Fcosx 
J 
4 = COSX 
Clave B 


J=cos(45” + x) + cos(45” — x) 


Desarrollando cada término: 
cos(45” + x) = cos45*cosx — sen45”senx 


e da 


cos(45” + x) = 2 00SX == 


cos(45” — x) = cos45*cosx + sen45”senx 


cos(45” — x) = osx + Le (11) 


Sumando (1) y (11): 
cos(45” + x) + cos(45” — x) = A 2 cosx) 


senx  ...(l) 


J 
+. J= Y2 cosx 


Clave C 
Piden: sen7? 
sen7” =sen(37” — 30?) 
sen7” = sen37”cos30* — cos37*sen30* 


so (2(7)-(5)6) 


EEE 343 -4 
10 10 


sen7? = 


=> 
10 


3/3 -4 


-.sen7” = 10 


Clave A 


Piden: tan8? 
tan8” = tan(45* — 37”) 


tan45” — tan37”* 


A o air 


Clave C 
E= /2 cos(45” + x) — cosx 
E= v/2 (cos45”cosx — sen45”senx) — cosx 


1 senx) — COSX 


E= As as 


Y2 
E = COSX — SENX — COSX 
E = —senx 
Clave B 
Por dato: 
1 Ez 
tana = 3 A tanf = 5 
Piden: 
tana — tanf 
aa 1 + tana tanf 
(3)-(5) _(=) 
tan(a. — P) = 3 3 1 18/ 
1315) (5) 
35 í 
tan(o. -p)=-4 
17 
Clave D 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 [ 51 


9. Por dato: 


senx = > A Senz = 


o + (x; z son agudos) 


Elba 


AD 


Piden: 
sen(x + z) = 


mn 20 (as 
96 117 
+125 125 


SenxCosz + COSXSEeNZ 


= sen(x + z) = e 


117 


-.Sen(Xx + Z) = 125 


Clave D 


10. Por dato: tanB = - 


Además: tan(A— B) = 2 


tanA —tanB_ _ 
1 +tanAtanB 


tanA-1 
AAA 
1 
1 +tanA(=) 
1 


-=24+2 
tanA — 3 =2+ 3 anA 


tanA _7 


“.tanA=7 
Clave B 


Nivel 2 (página 54) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 


CD Razonamiento y demostración 
13. Por dato: 

3. 13 

q 

Entonces: 


13 
12 
5 3 
4 5, 


Piden: 
sen(X + y) = SenxCosy + COSXSeNny 


sen(x + y) = (e 1%) 


15,48 _63 
65 65 65 


63 
65 Clave C 


tanx = 


sen(x + y) = 


-.Sen(X + y) = 


52 [ Intelectum 5.2 


14. Por dato: tany = = 


Además: tan(x — y) = 2 
tanx—tany 
1 +tanxtany — 


1 
tanx— 3 3 


ES 
1 +tanx() 


bj 
tanx- 3 =2+ 3 tanx 


Clave B 


15. E=cos10" — /3 sen10* 
1 


E=2 (5: cos10* — a .sen10*) 
E = 2(sen30” . cost0? — cos30” . sen10”) 
E = 2sen(30* — 10”) 


.E=2sen20" 
Clave A 
16. Por dato: 
tanxtany = - A senxseny = a 
Luego: 
(+7) 
senxseny 1 12 4 
cosxcosy 5 cosxcosy 5 
= COSXCOSY = Ena 
Piden: 
cos(x — y) = cosxcosy + senxseny 
Ñ 5/3 2), Y3 )-% 6/3 
Ano (Es 12 2) 2 
+. COS(X — y) = Es 
Clave D 
17. Piden: 


= (sen17* + cos13")? + (sen13” + cos17*)? 
Efectuando por partes: 


(sen17* + cos 13)? =sen?17" + 008213" 
2sen17” + cos13” |(+) 

(sen13? + cos17%? =cos?17" + sent19") 

A eos 17 + senta” 


E=1+2(sen17*cos13* + cos17*sen139) + 1 
=> E=2+2sen(17” + 13%) 
E=2 + 2sen30” 
E=2+2(5) =2+1=3 
SE=9 
Clave C 


18. Piden el valor agudo de x. 


cosáxcosx — sen4xsenx = 5 
(OA ——— 


cos(4x + x) 


= COS5X = z 


Sabemos: cos60* = 
= 5x= 60" 
AS 


n= 


Clave B 


19. Piden: un valor agudo de x. 


sen4xcosx — senxcos4x = 0,5 
1 


sen4xcosx — cosáxsenx = 3 


(O_O ————0e— —— 
sen(4x — x) 


= sen3x = : 


Sabemos: sen30* = : 
= 3x = 30" 
¿oc102 

Clave B 
cos(30* —x)+cos(30”+x) N 


am sen(30* —x) +sen(30"+x)  D 


Para el numerador (N): 
cos(30? — x) = cos30”cosx + sen30”senx | (+) 
cos(30* + x) = cos30%cosx — sen30*senx 


= N = 2c0s30*cosx 


Para el denominador (D): 
sen(30* — x) = sen30*cosx — cos30”senx | (+) 
sen(30* + x) = sen30*cosx + cos30“senx | 
= D = 2sen30*cosx 
Luego: 
_ N _ 2c0830” cosx 
D  2sen30* cosx 


M=cot30* = /3 
M=4/3 


= cot30? 


Clave C 


Nivel 3 (página 55) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


21. 
22. 


CD Razonamiento y demostración 

23. E=tan27" + tan18? + tan27*tan18* 
Observamos: 27” + 18” =45” 

> tan(27” + 18?) = tan45* 

Luego: 


tan27* + tan 18* =1 
1 —tan27"tan 18” 


> tan27” + tan18? = 1 — tan27"tan18? 


Reemplazando en la expresión E: 
E = (1 — tan27*tan18*) + tan27*tan18? 


E=1 
Clave A 


24. E= /3 tan80(tan50* — tan40*) 


Por propiedad: 

tan50* —tan40? —tan(10%)tan50*tan40* =tan(10*) 

tan50? — tan40? — tan10*tan50*cot50* =tan10* 
AAA 


1 
= tan50* — tan40* = 2tan10? 


Reemplazando en la expresión E: 
E= //3 tan80”(2tan10*) 
E=243 tan80”tan10” 


E=24/3 tan80*cot80? 
1 
E=2/3 


Clave D 


25. Por dato: 
1 


tan(a + P) = 3 A tana + tanf = 1 


Hana +tanp _1 
1-tanatanf — 3 
1 


1 
T—tanatanp 3 


> tanatanf =-2 


Luego: 

tana. + tanf = 1 (1) 
tanatanf = 2 ««(11) 

De (1) y (11): 


tana = 2; tanf$ =-—1 V tana =-—1; tanf = 2 
Como a € IC 
> tana =2 A tanf = 1 


Piden: 
tan(a. — P) = 


tana — tanf 
1 +tanatanf 


LO a a 


1+(2)-=1) -1 
-.tan(a. — B) =-3 
Clave E 
26. Por dato: 
tanx + tany =a A cotx + coty =b 


1 t 
> tanx any 


27.E= 


28. 


tanx+tany — b 
tanxtany 


nm E 
= tanxtany = ; 
Piden: 

tan(x + y) = tanx + tany 


1 —tanxtany 
a _ a 
ay b-a 
ei > 
ab 


-tan(x+ y) = h=a 


tan(x + y) = 


Clave D 
sen (X + y) 


cos (Xx — y) — senxseny cn 


sen (X + 
E= CES) tany 
COSX COS Y + SENXSENY — SENXSEN y 


_ sen x+y) tany 
COSXCOSY 
Por propiedad: 
AY = tanx + tany 
COSX COSY 

> E = (tanx + tany) — tany 
E =tanx 


Clave B 


Es tan18* 
tan54* — tan36* 
Por propiedad: 
tanx — tany — tan(x — y)tanxtany = tan(x — y) 
Entonces: 
tan54* — tan36* —tan(18*)tan54*tan36* =tan(18*) 
tan54” — tan36” — tan18"tan54*cot54” =tan18? 
1 
> tan54” — tan36* = 2tan18” 


Reemplazando en la expresión E: 


— tante? _1 

2tant8” 2 
Ed 
¿E= 7 


Clave C 


29. Piden: x 


4 

Del gráfico: tana = z 
Además: tan(a. + 37?) = = l 
tana +tan37" _ x+1 


1-tanatan37". 4 


1,3 
474 __x+1 
11/3 4 
=p 
(a1(s) 
16 _x+1 
13. 4 
64 = 13x + 13 
51 = 13x 
e 51 
2 
Clave C 
Del gráfico: 
A e 
tana = 5 Atanf = 7 =1 
Además: 0 =a. +P 
= tan0 =tan(a. + fP) 
_ tana +tanf 
did 1 - tana tanf 
pel 2 
tan0 = -5-=9 
1- ¿JO a 
5 5 
tan0 =9 
Clave E 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 53 


APLICAMOS LO APRENDIDO 


(página 56) Unidad 3 
1. tan(45%-x)=4 


Sea: 45%-x=a 
Entonces: tana = 4 
Luego: 
20. = 90% — 2x 
Entonces: 
tanZa. =tan(90*% — 2x) 
21800 — cot2x 
1 —tan“a 
24) 7 = Cot2x 
1=(4) 
10 
= cot2x = 15 
, => 0 
.tan2x = 3 


K 

K 

K =2(1 — cos*35*) + sen20” 
K =2 — 2008235" + sen20? 
K 
K 
K 


=2 - (1 +c0870*) + sen20? 


=2-—1-—cos70* + sen20? 


1 — (sen209) + sen20* = 1 


e 1 
— 6sen18* cos 36" 


cos 18? 


3. 


= (2 + 2c0835”)(1 — cos35”) + 2sen10*cos10* 
=2(1 + cos35%)/(1 — cos35”) + sen20? 


3(2sen18”cos 18”)cos 36? 


cos 18? 


_ 3(sen36”)cos 36" m 3(2sen36? cos 36?) 
2cos182 _ 2 


_ 2cos18 _ 


3(sen72?)  3(cos 18”) 


¿EsÉ 
.E=$ 


2 5 
an di 


Luego 
tan 20 Zane alo 
1-tano  X 1-( 
4 __5 
xd ox 
4x? =5x? — 20 
x“=20 
x=2/5 


54 l Intelectum 5.2 


ÁNGULOS MÚLTIPLES 


5. Nos piden: 
F =sec76" — tan76” 
F =sec(90? — 14”) — tan(90* — 14”) 
F =csc14* — cot14” 
peaeta o ME 


142 


tan > 


-.F=tan7" 
Clave E 


Xx Xx 
A dE cot¿ — any 


— CSCX+COtX 


2 2 2 2 
CSC X + Cotx 


(cscz E cotz) - (cscz e cotH) 


XK Xx Xx Xx 
Ñ CSC + Cot — 0807 + cot > 


E 
CScxX + cotx 


Clave B 


7. 3tanx = 2c0sx 


3( senx 
COS X 


) = 2c08x 
3senx = 2c0s*x 
3senx =2(1 — sen?x) 
Luego: 2sen*x + 3senx — 2 =0 
2senx 1 
senx >= 2 
(2senx — 1)(senx + 2) =0 
1 


=> senx = > V senx=-2 (F) 


Entonces: senx = , 
Piden: 
sen3x = 3senx — 4sentx 


MOT Al 1P_3 4 
sen3x 3(5) a3) =3 al 


.sen3x = 1 


Clave A 


3sen30 , 70838 _ y 
senó cosO 


3sen9(2c0s20 +1) 7cos0(2cos20 — 1) 


sen0 il cosO El 


3(2c0520 + 1) + 7(2c0520 — 1) = 1 
6cos20 + 3 + 14cos20 — 7 =1 


20c0s20 =5 


= C0s20 = z 


10. 


Piden: 
cos60 = 4cos*20 — 3cos20 


AD 1 
cos60 = 4(3) - 3(5) 


cos60 = 


LL 
16 


Clave E 


Del gráfico: tand = 


tan20 = 


Clave B 


Por dato: 


2sen20 = 3sen0 »A 3 <B<2rn 


mn 


Entoces: 
2(2sen8cos0) = 3send 
4c0s0 =3 


=> COSO = : 


.3n 0 
Luego: q < 7 <n > 


3 

q-(2 
0. /T=c0s0 (7 
senz=+/= > ñ 


Piden: 
2sen E + /Tcos2)=2 11-42) 


A 


A 2(sen + /7cos5) =- 3/2 
Clave C 


20 0 
> + cotó + tan > 
M = (1 — cosB)cotO + tan? 


M = cotó — cos6cotO + (cscO — cotO) 


11. M=2sen 


M =csc8 — cosBcotO 


24 cosO 
de sen0 o) 


_ 1 cos%g _ (1-cos”0) 
— seng seng  sen8 
(sen?0) 
sen0 
.M=sen0 


=M= =sen0 


Clave E 


12. Piden: tan0 


Por dato: 

tan0sec2x — tan2xtanx — 1 =0 
tan0sec2x = 1 + tan2xtanx 

tanOsec2x = 1 + tan2x(csc2x — cot2x) 
tanO0sec2x = 1 + tan2xcsc2x — tan2xcot2x 


tanOsec2x = 1 + E: Jesczx -1 


sen2xcsc2x _ 1 
COS 2X COS2x 


tanOsec2x = = sec2x 
> tan0sec2x = sec2x 
tano = Sec 2x _ 
Sec2x 
..tan0 =1 


Clave B 


12(4cos?16" — 3) 
no or cos 21" 
_ 12(4c0s”16" - 3) (2c0s16”) 
a e cos21”  (2c0s16”) 


_ 24(4c08*16” — 3c0s16") 
5cos 16” (2sen21*c0s21?) 


(1) 


Por ángulo doble: 

2sen21*c0s21” = sen2(21?) = sen42” 

= 2sen21*cos21” = sen42” 

Por ángulo triple: 

4cos*16” — 3cos16” =cos3(16”) = 
> 4cos16” — 3cos16” =cos48” 


cos48” 


Reemplazando en (1): 


_ 24(cos48")  24cos(90”- 42”) 
 5cos16”(sen42”)  5cos16”sen42” 
_  Z24seni4dg2r —_ 24 
 5cos16"sen42” 5cos16” 

24 1 

ECON 
25 5 
-.M=5 
Clave C 


14. Por dato: sen20 = — 


1 
3 


Piden: sec'9 — cscó9 
(secO — csc0)sec”e csc*e 


Sea: 


_ sec*0 — csc*0 

(secO — cscO)sec”0 cscé0 
_ (secó — csc0)(sec*0 + secO esco +csc”0) 
y (sec - csc0)sec*0 csc?9 


(sec? + csc*0) + secó cscO 


E= 
sec*0 csc*0 


_ (sec*0 csc?0) + secó cscO 
sec*0 cscó0 


sec6 cscO 


H= sec?0 csc*0 
sec*0 csc*0 


sec?0 csc*0 


, 1 
secO cscO 


= 1 +senOcoso 


H=1+ ———- HE — 


1 7 
A 


Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 58) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


CD Razonamiento y demostración 
. tan54” + tan36” = (cot36”) + tan36? 


Sabemos: cot0 + tand = 2csc20 
> tan54* + tan36? = 2csc2(36*) 
tan54* + tan36* = 2csc72” 
tan54* + tan36? = 2csc(90* — 18”) 
..tan54* + tan36* = 2sec18* 
Clave A 
Piden: tan7*30' 


tan7?30' = tan E 


tan7*30' =csc15* — cot15? 
tan7*30'= (46 +42) - (2 +43) 
tan730'= V6 +42 -2-43 
+tanT7930'=V6 -V4-V3 +42 


Clave C 


Por dato: 
tan?x — tanx— 1=0 
> 1 —tan?x = —tanx 
—tanx 
=2)1 = 2 1-2 
Es) di er ) 
-9= E 
1 —tan“x 
ani, 
(tan2x) 
=> tan2x = -2 


Piden: 
M= tan?2x — tan2x — 1 
M=(-2) - (-2)-1=4+2-1 


Clave B 


=tanA -c01A 
6. E =tang cotz 


Por identidad: 2cot20 = cot0 — tanó 
= tan0 — cot0 = —2cot20 


Entonces: 
e TN T 
E 2cot2/ a ) 2cot 


4 
=E=-200t45" =-2(1) 
E=-2 


_ J1—sen40” 
e 1 +sen40” 
P- 1 — sen(90” — 507) 
1 +sen(90* — 50”) 


P-= /1 — cos 50* 
1 +08 50* 
= ES = [tan25*] 
liada 
(+) 


Clave A 


. P =tan25" 
Clave C 


_ J1—cos200" _ 200* 
SS rr a 
> E = |tan100?] = -—(tan1009) 
peo, 2, 
5) 
E =-—tan100* 


Clave A 


CD Resolución de problemas 


A 3 0 /1—cos0 
9. Dato: cos6 5 > sen; =+ > 
9_, /1-395 
senz =+ q 
9_45 
sen; = 5 


Clave A 


> cosa [0H 


10. Dato: cos0 = 


Clave E 


Nivel 2 (página 58) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

11. 

12. 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 | 55 


CD Razonamiento y demostración 
_ (2sena cosa.) + sena. 
(2c05%a) + cosa 


sen2a. + senal 
1 + cos2a + cosa 


senZa. + sena _ sena (2c08a + 1) 
1 +c082a +c0sa  cosa(2cosa +1) 


sen2a. + senal 
"140820 + Cosa 


_ senal 
cos aL 


= tana 


Clave A 


14. Piden: tan2x 


Por dato: 0? < x< 45? 
= 0” < 2x<90* = (2x) es agudo 


Además: senx — cosx = 5 
2 
(senx — cosx)? = (5) 
Resolviendo: 

2 2 4 
seníX + COSs”X — 2SenxCosx = 5= 
KE 25 

(1) ; 


= 2senxcosx = 1 — 25 


7 Clave A 


15. E= y1-sen20” + sen10? 
= /1-2sent0*cos10” + sen10? 
E= /(sent0” — cost0*? + sent0? 
= Isen10? — cos10?] + sen10? 
Luego: 10* € IC, y analizando en la CT obtenemos 
que: cos10* > sen10”. 
=> E = |sen10* — cos10*] + sent0? 
a ARA 
E = -(sen10* — cos10*) + sent0? 
E =cost0* — sen10* + sen10? 
-.E=cos10* 
Clave A 


16. Por dato: tana = 3 


Piden: cos4oL 
2 
cosda = 1-lan 20. 0) 
1 +tan2a. 
Luego: 
_ 2Ztana _ 2(3) 
tan2a. 3 5 
1-tanóa  1-(3) 
> tanZa = 2 


Reemplazando en (1): 


(+ 
el O costa = L 


3% 25 de 25 
1+(-5) 


cosda = 


Clave B 


56 l Intelectum 5.? 


17. Sea: 
senO cot(2) -1 
2 
H= a 
send tan() +C080 


_  sen0(cscO + cotO)— 1 
sen9 (cscO — cotO) + cosd 
1 


— _sen0 cscO + sen6 cotO — 1 
senó cscO — sen6 cotO +cosO 
PO, 


E) 
Hs senó 
1 AE +c0s0 
sen0 
_ cosO a 
sil 1 —cos6 + cos0 dd 
. H =C080 
Clave A 
18. Por dato: 
cos40 sen40_ _ cscO 
cos20 +sen208  2c0s20 5 
Sabemos: 
cos49 =cos?20 — sen?20 
cos40 = (cos20 + sen20)(cos20 — sen20) 
cos 49 _ _ 
A oda + aond0 cos20 — sen20 
Reemplazando tenemos: 
e 2sen20cos20 _ cscO 
(cos20 — sen20) + TU 
cos20 — sen20 + sen20 = o 
= 1 <] 
=> C0sZ0 = Ese sen8cos20 = 5 
Piden: 
sen49 _ 2sen20 cos20 
cosO cosO 
sendo _ 2(2sen0 cos0)cos20 
cosO cosO 
send9 _ 4senOcos20 = a(5) 
cosO 5 
. sens0 _4 
““cos0 5 
Clave C 
CD Resolución de problemas 
19. Dato: tan0 =2 = sen20 = Saa, 
1 +tan*0 
sen20 = cla 
1+2 
“. sen20 = - 
Clave A 
2 
20. Dato: tan0 =3 = cos20 = Fara 
1 +tan"0 
2 
cos20 = > 1 
1+3 
: sé 
. COS20 = 5 
Clave E 


Nivel 3 (página 59) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
21. 


22. 


CD Razonamiento y demostración 


23. Por dato: 
T -_3 
y <9<TACOSÓ = 4 
OS O) 
< > < > > 7) IC 
Luego: 
-(-4) 
sen? =+ /1=c050 - mk) 
8 pil 
E 8 
(3) 
A [40088 - a 
2 
00097 8 WA 
Piden: 
ra 
F=4/7 sen +C05> 
T 43) 
d Mel 8 
A OS 
Ve Y/8 Y8 2/2 Y2 
F=24/2 
Clave E 
simo Tos Ti A cos?2x — sen*2x 
senx  sen2x  send4x sen4x 
Al 1 1 cos4x 
= senx + sen2x * senáx * senáx 
E: 1 1 + cos 4x 
+ 
senx  sen2x sen4x 
24 1 2c08*2x 
senx  sen2x  2sen2xcos 2X 
24 4 1 cos 2X 
senx  sen2x  sen2x 
= 1 ,1+cos2x 
senx sen2x 
1 , _2c0s"x ___%1 ,cosx 
Senx  2senxcosx  Senx  Senx 
2X Xx 
m= 1+c08x _ 2008 a 
senx 200: Xx 
2sen 0087 senz 
-M=cotX 
-.M= Cot 
Clave C 


25. Por dato: 
cosO _ sen0 
a  b 
a sen0 _b tand b 
coso a a 
Piden: 


E = acos20 + bsen20 


Z 
al ranto) *el Zaid ) 
1 +tan“0 1 +tan“0 


ema |, 26) 


o) 


a(a?—b*+2b% _ a(a?+b?) 


E= 
a? + p? a?+b? 


E 


26. Por dato: 
cotx — tanx = k 
—_——o 
(2cot2x) 


¿K iZ 
= cot2x = > A tan2x = k 


Piden: tan4x 
2tan2x 


tandx = === 
1 —tan*2x 


27. 


Clave C 


28. 


Clave A 


Por dato: sena. = ab 
a+b 
Piden: 
tanT tan“ 
k=tan(7-5) =- 252 
1 +tan- tan; 
e seny 
OL OL OL 
ps Cos -7 Ñ Cos -7 — Sen 
OL OL OL 
A seny cos-7 + sen; 
OL 
cos 7 


Luego multiplicamos al numerador y denomina- 


dor por (cos 2 + sen E) A 


Z 2 
20 20 
' cos y Sen 0000 
a. a. 1+sena 
1+ 25en 7.0087 
Elevando al cuadrado: 
ji costa _ 1-sena 
(1+sena y  (1+sena) 


¡2 (1 +sena)(1 — sena.) 1 -sena 
(1 +sena Y 1 + sena. 


Clave B 

Sea: 
S =tanx + LtanX + Ltan* +... + L tan 
Za od gn yn 


Por identidades: 2cot20 = cot0 — tan0 
> tan0 = cot0 — 2cot20 


1 dl 
=> cot20 = 7 coto 7 tano 


Para 2 términos: 


S) = tanx + L tanX = colx — 2cot2x + +tanZ 


1 


22 2.2 
=(LcotX-—AtanXx) + LtanX — 
S,= [¿0ot Stang)+ tan 2 cot 2x 
1 
> S,= 00 — 2cot2x 
Para 3 términos: 
_ IP IA 
Sz = tanx + 7tanz + tang 
= (AcotX-— lan X 
Sz = (300 2c0t2x) + tan 
IS A ES + lx 
Sz (oz yan) + tana 2 cot 2x 


Sz = Foot = 2cot2x 


> S3= Gota — 2 cot2x 
Para 4 términos, se obtiene: 
>S¿= Goo, — 2cot2x 
Como la serie original tiene (n + 1) términos: 


IS Lo — 2cot2x 
2 


Clave D 
CD Resolución de problemas 
29. Dato: cot0 =2 = tan0 = z 
3 
tan30 = 3tan0 — AÑO 
1-3tan0 
1 1 P 
2(2)-(2) 
tan30 = —— 
1- a(3) 
ML 
tan30 = > 
Clave D 
30. Dato: sec0 =3 = cos0 = , 
cos30 = 4cos% — 3c0s0 
AD 1 
cos30 = 4(5) - a(3) 
e 
cos30 = 37 
Clave B 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 3 l 57 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 60) Unidad 3 


1. P= 64 (2sen SA sen SA ) 


2 aa 
- A_ 
P =32(008= cos2A) ss (1) 
Sabemos: 
cos2A=2c0s?A — 1 
cosA=2cos?A — 
2 
AN 
+. Cos2A =2 (2005* 51) =1 
Ñ A A E 
cos2A 2(2(+,) 1) =D) -1 
-A7 
cos2A = 32 
En (1): 
e 1 171 _ =01_ 
d 32 ( 32) 32 (32) a 
Pazo 
Clave B 


2. a=0+ 152/3841) 


A=2 4/3 (sen60? + sen30*) 
A=2 4/3 


(250n( 60” z 2) cos( 60” > 30" )) 
A=2 4/3 (2sen45* cos15*) 
A=4 4/3. z cos15" =24/6 cos15" 
-.A=24/6 cos15" 


Clave C 
3. 
3 4= 3— 4sen?x senx 
y= > E 
sen” x sen” x senx 
y = 3senx — 4sen?x sen3x 
sendx sendx 
y = SEN3X sen“x 
Clave C 
4. N=/[(1 +c0s 2a) + 20801] / cos” 
N =[2c08%4+ 2c080.] / cos” 
N =[2c0sa. (cosa + 1)] / cos? L 
[2 cosa.(2 cos? Se] 
N= E = 4cosa 
94 
cos L 
2 
. N =4cosa 
Clave A 


58 l Intelectum 5.? 


TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


5. R=2c082xc083X — COSX 


R =cos(2x + 3x) + cos(2x — 3x) — COSX 


R = COs5x + COS(—X) — COSX 

Postal MC 
R =COS5X + COSX — COSX = COS5X 
.R =COSBX 


6. R=sen3xsen7x + COS2XC0S8x 
2R = 2sen7xsen3x + 2c05s8xC082X 


2R = (cos4x — cos10x) + (cos10x + cos6x) 
2R = cos4x — cos10x + cos10x + cos6x 


2R = cos6x + cos4x 

6x + 4x 6x — 4x 
2R = 2cos( > )cos( > ) 
=> 2R = 2cos5xcosx 
+. R = COSBXCOSX 


7. B= sen5x + sen2x — senx 
sen2x 


(sen5x — senx) + sen2x 
sen2x 


2sen (22)00s (22) + sen2x 


Entonces: 


send4x 

P= N _ senx 
D sen4x 
senx 


- sSendx 


- COS 4x 


Clave C n4x 
p= SEN%X = tangx 
cos 4x 


.P =tan4x 


Clave E 


F= senZa + sena 


al 
cos 
2 


Clave D 


2500 (200 )oos (224) 


04 
cos -> 
2 


F = 


2sen 22 ¿95 L 
3a 


F= 2 2 —2sen > 
cos L 


B= 
sen2x 


B= 2sen2xcos3x + sen2x 
sen2X 


B= 2sen2x cos3x 4, sen2x 
sen2x sen2x 


. =20083X + 1 


8. p= Senx+sen3x + senóx + sen7x 


COSX + COS3X + COSDX + COS7X 


Empleando las series trigonométricas: 


P: primer ángulo = x 
U: último ángulo =7x 
n: n.? de términos = 4 
r: razón = 2Xx 

En el numerador (N): 


nr 
NE sen, 
r 

sen 

4 

PCE 

N= 2 
2x 

sn 

N = Sen4x 
senx 


— 


-sen( 2 


. sená4x 


En el denominador (D): 


nr 
sen=> 
6 2 


a) 


2 


30 
4 
sen” >, 


F=2 [8sen a 


Clave C 


Clave B 


_ 2sen40” 
bici sen60” + sen20* 


2sen40” 


60” +20" 60” — 20” 
250n/ 2 Jeos 2 ) 


K= 


sen40* 1 


sen40” cos20”  cos20” 


. K=sec20" 
Clave C 


11. 
A=sent* + sen(1* + 1%) + sen(1* + 2(1%) + ... 
+ sen(1? + 179(1?)) 
P=1" 
U= 180" 
n=180* 


Primer ángulo 
Último ángulo 
n.* de términos 


Razón =1 


A= sent? + sen2”+ sen3? +... + sen180? 


12. 


13. 


180(1) 
hill 1? +180" 
A= P sen( > ) 
sen( 5) 
A= seng0” se TE 
sen(5) 2 
2 
181 
de 7 _ sen90,5” 


P sen 0,5* 
sen( > ) 


Clave D 


Por dato: A, B y C son los ángulos internos de 
un triángulo. 
=>A+B+C= 180" (1) 
Además: senAsenB = cosC 
= 2senAsenB = 2cosC 
cos(A — B) — cos(A + B) = 2cosC 
cos(A — B) — cos(180? — C) = 2c0sC 
cos(A — B) — (-cosC) = 2c0sC 
cos(A — B) + cosC = 2cosC 
cos(A — B) = cosC 
EJ 
= cos(A — B) = cosC 
=>A-B=C=A=B+C ...(2) 
Reemplazando (2) en (1): 
A+ (A) = 180% 
2A =180* 
=A=90* 
Entonces uno de los ángulos internos del 
triángulo mide 90*. Por lo tanto, el triángulo es 
rectángulo. 


Clave C 
S = sen(x + 30%)cosx 
28 = 2sen(x + 30%)cosx 
25 = sen(x + 30? + x) + sen(x + 30? — x) 
28 = sen(2x + 30%) + sen30* 
25 = sen(2x + 30%) + z 


_ sen(2x +30") dl 
a 2 4 
Sabemos: 
-1 < sen(2x + 30%) < 1 
1 - sen(2x+30%) _ 1 
2 2 22 
1,1 sen(2x+30%) 424,14 
24 IE E 
-1:<g<3 
4 ne 4 
Sm = $ 
Clave A 


14. Por dato: 
sen8x + sen4x = AsenBxcosCx 


2sen( dx > ax )eos( 8x —4x ) = AsenBxcosCx 


2 


= 2sen6xcos2x = AsenBxcosCx 
Comparando: A=2;B=6;C=2 


Piden: 
A+B+C=2+6+2=10 
-.A+B+C=10 


Clave D 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 62) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 

1. 


* sen52” sen88” = 2 (cos36” — cos140”) 


* senBcos30 = - (sen40 — sen20) 


+ 200530 cosO = cos20 + cos40 
* sen3x sen7x = , (cos4x — cos10x) 
* C0S2x COSÉX = + (cos6x + cos10x) 


+ sen30 sen50 = 5 (cos20 — cos80) 


2. *cos50 +cos0 = 2c08( 0+9 )cos( JU =0 ) 


2 Z 
= 2c0s30 cos20 
* sendx + sen2x = 
Ax + 2x Ax — 2x 
2sen( A )eos( A ) 
= 2sen3x cosx 


+ cos19* — cos9” 
_ 19" +9" 19” -9' 
25en/ 2 Jsenf 2 ] 


= — 2sen14” sens? 
* COS3X + COs4x = 


3Xx + 4x 3x — 4x 
200s| > Joos| > ] 


= 2005 2 cos(*) 


2 
TX Xx 
=2c08 L cost 
COS 2 cos-, 
; T T_ T T 
sen 9 + sen 10 25en 780 Cos 7gg 


+ sendx + cos8x =cos(90” — 4x) + cos8x 


=2005 LEPE) 05 (MAA) 


= 2cos(45” + 2x)cos(45” — 6x) 


* sen6x + cos4x =sen6x + sen(90* — 4x) 


=250n/ 6x + 90 —4x ys 6x — dd a 2) 


= 2sen(45” + x) cos(5x — 45") 


CD Razonamiento y demostración 
3: 
3 1 — sen?x — sen? y 
cos(x — y) 
Sabemos: 1 — sen*x = cos*x 


E cos? x — sen?y _ 2c08?x — 2sen?y 


cos(x — y) 2cos(x-— y) 
_ (1 +c0s2x)—(1—cos2y) 
2cos(x — y) 


H 


_ cos2x+cos2y _ 2cos(x+y)cos(x — y) 
2cos(x— y) 2cos(x-— y) 


. H =COS(X + y) 
Clave A 


— sen80” + sen40” 
cos80” + cos40” 


L = 2sen60” cos 20” 
2c0s 60” cos 20” 


sen60* 
cos 60” 


¿L=/3 


Y3 


tan60? 


Clave C 


H = 1 + cos2x + cosdx + cos6x 
pr 


H =2c0s"x + (2cos5xcosx) 
H = 2cosx(cosx + Cos5x) 
H = 2cosx(2c083xC082X) 
... H = 4COSXCOS2ZXCOS3X 


Clave B 


M = sen3x + sen5x + sen8x 
Ae ENOn 


M = (2sen4xcosx) + 2sen4xcos4x 
M = 2sen4x(cosx + cos4x) 


M = 2sen4x (2cos cos X) 
5X 3x 
e M = 4 4 ra A 
sená4x cos > Cos > 
Clave B 


— sens0” + cos50* 
cos” 


K sen50” + cos(90* — 40”) 
Ñ cos5* 


— sens0” + sen40” 
cos5” 


K= 2sen45" cos5” — 2sen45* 
cos5 


>= 2) =/2 


2 
.K=42 


Clave B 
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10. 


— sen40” + sen20* 
cos10* 


M= 2sen30” cos10* 
cos10* 


M=2sen30 =2(1) =1 
Sr (2) 


Clave A 


S =c0s20* + cost00* + cos140* 

S = (2c0s60*cos40*) + cos140* 
_ Al o o 

S= 2( 5 )cos40 + cos140 

S =cos40* + cos140? 

S = 2cos90*cos50” 


Pero: cos90* = 0 
> S =2(0)cos50* =0 
..S=0 


Clave A 


Sea: 
M = (sen38* + cos68”)sec8” 
M = (sen38* + sen22%)sec8” 
M = (2sen30*cos8”)sec8” 
M = 2sen30*cos8”sec8” 

pileta 

(1) 
=>M= 2(7)= 1 
-.M=1 
Clave A 


CD Resolución de problemas 


11. 


p =C0s%9 + cos?20 + cos30 +... + cos”k0 
k términos 


2p =2c08”0 + 2c05220 + 2c05?30 + ... 
+ 2cos*k0 


2p =c0s20 + 1 + cos40 + 1 +... + Cos2k0 + 1 
2p =k + cos20 + cos40 +... + cos2k0 
HHérminos : k 

primer ángulo: 20 

último ángulo: 2k0 


razón: 20 
k.20 
2p=k+ E n ) .0os( 2 . 2K8 ) 
sen(<5) 


senk0 
= ES k 
2p=k+ een cos(0 + k0) 


= senk0 
p=1 [E Joosto +K0) 


Clave B 
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12. 


M = sen74* sen34* — sen52* sen88” 
M= z (cos40” — cos108*) 


- a (cos36” — cos140”) 


M= + (cos40? — (-00872")) 
= + (cos36” — (—cos40”)) 


1 1 


M= Fl cos40* + 7 cos72 
AL o en 1 o 
de cos36 2 cos40 
M= £0572” — cos 36” 
Z 
Y5 -1 e V5 +1 
zo A Y sl 
M= 2 =M 4 
Clave E 
Nivel 2 (página 62) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 
13. Según teoría tenemos: 
lc - lla - Il 
Clave D 


14. 


+ senA sen8 =2500[ 28 Jc0s[ 478) (17. 


* cosA + cosB = 200s| A o B Jess no B ] (v) 


* cosA — cosB = 2s0n[ AE Json[ 43) (v) 


* senA + senB =2sn[ 7 B Jwos[58) (F) 


Dos son verdaderas. 


Clave B 


CD Razonamiento y demostración 


15. 


Del enunciado: A+ B + C= x rad 
K =senA + senB + senC 


K=25en( 478) 008/4558) + senc 


K=2sen (5 S)00s (458) + senC 


K=2c08 2 vos (£238)+ 250nEoos< 


2 2 2 
K= 2008009 (£55) + senE] 


Como: A+B+C= wm rad 


A,B,£_xz 

ade > rad 
C A+B 

> sen-7 =005( > ) 


16. 


18. 


Luego: 
Kk= 2008 5 cos A-B )+ cos( A+B )] 


2 


SS C A B 
K=2008-) (2c0s 005 2 


2 


¿tácos Aros Bl só E 
.K =4008-7-008-7"008-> 


Clave C 


Por dato, A; B y C son los ángulos internos de 
un triángulo. 


=>A+B+C=Hñrad 

Piden transformar a producto: 

F = sen2A + sen2B — sen2C 

F= 2sen( 2A z 28 )eos( 2A a 28 ) sen2C 
F = 2sen(A + B)cos(A — B) — sen2C 

F = 2sen(1 — Cjcos(A — B) — sen2C 

F = 2senCcos(A — B) — 2senCcosC 

F = 2senC[cos(A — B) — cosC] 


Pero: cosC = —cos(A + B) 

> F = 2senCicos(A — B) + cos(A + B)] 
F = 2senC(2cosAcosB) 

..F =4cosAcosBsenC 


Clave B 
Por dato: x + y = 30? 


_ sen(x+3y) +sen(3x + y) 


A sen2x + sen2y 


_ 2sen(2x + 2y)cos (y —x) 
2sen(x + y) cos(x — y) 


_ sen2(x+y)cos(x — y) 
sen(x + y)cos(x — y) 


Y3 


2 
L 
2 


sen2(30) _ seno" _ 
sen30” sen30” 


¿¿H=43 


Clave C 


H =c0s20* + cos100* + cos220? 
H =cos20* + cos100* + cos(360* — 140%) 
H = c0s20* + cos100* + cos140” 


Por propiedad: 
cos(x — 1209) + cosx + cos(x + 120%) = 0 


Para: x = 20? 

cos(—100*) + cos20* + cos140* =0 
= cos20” + cos100* + cos140* =0 
-.H=0 


Clave E 


19. Por dato: x = y + 30? Entonces: En Ntenemos: 
=x-y=30" T = sen(x + 37*)senx 
Piden: (cos o + COS = + COS o ) 2T = 2sen(x + 37*)senx 
P- sen(x + y) E 2sen(x + y) b=7 2T =Ccos(x +37” — x) — cos(x +37” + x) 
sen?x — sen?y  2sen?x — 2sen”y A 2T =Cos37* — cos(2x + 37") 
2sen(x + y) dl dl Ú L= 5005237 ) 


n.? de términos = 3 
2._ 2 1 < cos(2x + 37%) < 1 

_ Asen(x+y) _  2sen(x+y) Man 4 < —cos(2x +37") <1 

cos 2y —cos2x  2sen(y + x)sen(y — x) 


Ñ (1— cos 2x) — (1— cos 2y) 


sen > ; a) RRA cos(2x + 37%) < y. 
2sen(x + y) 4 20 cos 57.7) 5 5 5 
— —2sen(x + y -sen(x—y))  sen(x— <n 1154 
Y (xy) (xy) sen) rias aiaal só 
; 2 am 
sen30 (5) a sen 7 ) de Toán = 5 > N=9/10 
2 = — 09 E) 
P=2 T 7 y 
sen(5) .M=N 
4n 3 3 qa0e 
Clave C Pero: = = -C0S 
20. ll cos 7 ] dé ( 7 ] 7 | 24. Si.A+B+C=180* 
2 2 2 
cos (a — 3b) — cos(3a — b 3mY_. [37 = cos“A + cos“B + cos“C 
E ) ) sen 7 ) cos 7 ] = 1 — 2c0sA cosB cosC 
sen2a + sen2b =sC Luego: 
pa : 
_ —2sen(2a — 2b)sen(—a —b) sen(=) cos”A + cosB + cos?C = 1 
2sen(a + b)cos(a —b) ES = 1=1- 2c0sA cosB cosC 
sen(2a — 2b)sen(a + b) c= 7 7 A z = -2c0sA cosB cosC 
= T educimos que: 
sen(a + b)cos(a —b) 2sen(7-) cosA=0 v cosB=0 v cosC =0 
= call Loca Cad) = 2sen(a — b) 6 Esto ocurre cuando un ángulo al menos mide 
—sen| == —sen( rn - 
cos(a —b) E 7 da Sidi 90”. 
..A= 2sen(a — b) 2sen(7,) 2sen( +) -. Se cumple en un triángulo rectángulo. 
Clave D 
—sen( Clave D 
CD Resolución de problemas C= 7) 7 ) 8 d ' 
T 2 CD Razonamiento y demostración 
21. 2sen(7) 78 
2senza. + 2c05"(x — a) + 2sen? =4 : 
senía + 2c0s"(x — a) + 2sen“(x + 01) Clave D có 
1 — cos2a. + 1 + cos(2x — 201) + 1 — cos(2x + 201) 7 Sen7x — sen3x 
=4 : al ; 
Nivel 3 (página 63) Unidad 3 
cos(2x — 20.) — cos(2x + 2a1) = 1 + cos2a _ he ) = 2005 5x Cos 2x 
CD Comunicación matemática 2sen2x cos 5x 
2sen2x senza = 1 + 2c052a. 23 
: 2x 
1+2c0s20t R= 25% - cotox 
sen2x = ETE En M tenemos: 27 sen2x 
P = sen(x + 53*)c08X .R =COt2x 
Clave A 2P = 2sen(x + 53%) cosx Clave D 
22. 2P = sen(x + 537 + x) + sen(x + 53? — x) 26. 
2 4 4 2P = sen(2x + 53%) + sen53” — COSX + COS7X 2.C0Sx 
C =cC08 E Cos + COS a cos > 4 senx + sen7x  sen5x + sen3x 
2P = sen(2x + 53%) + = 
6 5 y - 2c0s4xcos3x , 2C0sx 
+ cos=7> vos 4 4 2sen4xcos3x  2sen4xcosx 
P= >(sen(2x + 537) + —) 
cos 27 y cos ÍT 292% + cos 107 2 Ñ - e e 
C= 7 > 7) 7 > 7 1 < sen(2x + 53%) < 1 A A E 
y, 4 9 1 +08 4x 208" 2x 
=1< =<z = = 
cos 41 y c95 27. A sendx — 2sen2x00s2x 
2 2 E SL 2 fsenf2x +53 + 4]<2 = L0S2X — cotox 
Pero: 10 6 5 sen2x 
107. 4T 4 
BE e E .T=cOt2 
cos 2 = 008 ( 21 7 ) cos Pax. = 9/10 CoiZX 
> ón =M=9/10 Clave D 
cos 57 =C0s-=> 
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27. 
P= sen7x + sen3x . z 
senx + sen9x 
P= 2sen5x cos2x 
2sen5x cos4x 
P= Cos 2X cos (6x NN 4x) 
cosd4x cosá4x 


P= cos(n — 4x) _ —cos4x 
cos 4x cos 4x 


P=-1 


28. 


sen50 + sen30 + sen0 
cos50 + cos30 +cosO 


sen30 + sen50 + send) 
cos30 + cos50 + cosO 


sen30 + 2sen30 cos20 
cos30 +2 c0830 cos20 
sen30 (1 +2c0520) 
cos30 (1 +2c0820) 


- Seng0_ _ tan30 


cos 30 
... M=tan30 


29. 
R = sena + senda + sena + sen7a. 
Primer ángulo: P = «a 
Último ángulo: U=7a. 
n.* de términos: n =4 


Razón: r = 2a 
nr 
sen— 
R= 2 eL) 
r 2 
Ml 


Reemplazando los valores tenemos: 


4(20.) 
sl 2 +7 
R= a sena a 3) 
seno" 
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Clave B 


Clave A 


30. 


31. 


R= senta send 
sena ll 32. 
R = 25en20, 00820 congo 
seno. 
R= 2(2sena cos a )cos 2a. bola 
sena. 


.R = 4senda.cos2acosaL 


Clave C 
Ass sen2x + sen4x + sen6x 
COS2X + COSÁX + COS6X 
A Sendx+ (sen6x + sen2x) 
cosáx + (cos6x + cos2x) 
A senáx + (2sen4xcos2x) 
— cosdx +(2cos4xcos2x) 
dE sen4x(1 +2c082Xx) _ sen4x 
cosdx(1 +2c0s2x)  cosáx 
.A=tand4x 
ClaveD | 33. 
Sea: 
M = (cot20 + tan0)(cos30 + cosO)sen0 
Luego: 
20 , seno 
120 +tano= EA, Sem 
did sen29  cos6 
cot20 + tano = os 20 cos O + sen20sen0 A 
sen20 cos 0 
cos(20 — 0) 
20 + tano = 
A sen20 cos 0 
cosg _ 1 


120 +t = = 
ipod id sen208cosg  sen20 


Además: 
cos30 + cos = 2cos20c0os0 
Reemplazando en M: 


o 
M= (a 20 )f2cos2ocos0)seno 


cos 20 (sen20) 
== sen20 


-.M=co0s20 


= c0820 


Clave D 


CD Resolución de problemas 
La progresión es: 
a ; po; 0 
Nucia 


+ 120% +120* 


Nos piden: 
S = cosa + cos + cos0 
S = cosa + cos(a + 120?) + cos(a + 240?) 
S = cosa + cos(a + 120?) + cos(120* — ar) 
a +120* + (120” — 2)) 
2 
a + 120" — (120” — a) 
os 2 ) 
S = cosa + 2c0s(120*) x cos(a) 


S =00sa +200s | 


S = cosa +2 (3) . COSOL 
S = cosa. — cosoL 
s=0 
Clave B 
P = tanx tan2x + tan2x tan3x + tan3x tan4x +... 


Sabemos: 

tan(a — b) = tana — tanb 
tan(a — b)tanatanb = tana 
Aplicamos esta identidad: 
tanx tan2x tanx = tan2x — tanx — tanx 
tanx tan3x tan2x = tan3x — tan2x — tanx 
tanx tan4x tan3x = tan4x — tan3x — tanx 


tan(a — b) tanatanb 
tanb — tan(a — b) 


tanx tan(n + 1)x tan nx = tan(n + 1)x— tannx— tanx 


tanx(tanxtan2x+tan2xtan3x+...) = tan(n + 1)x 
A — tax — ntanx 


Pp 
P tanx =tan(n + 1)x — (n + 1)tanx 


p tan (n + 1)x — (n + 1)tan x 
Ñ tanx 


-.P =cotxtan(n + 1)x — (n + 1) 
Clave E 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 64) Unidad 3 


1 


Piden el dominio de la función: 
Dad 

El dominio de senx y cosx no presenta 
restricciones, pero g(x) por ser una fracción, su 
denominador no puede ser cero, entonces: 


cosx — senx + 0 = cosx 4 senx > 1 E 
=> tanx % 1 

y 1.5. 9n. 

204 (5 e a 


=x4 (4n+ 1) 7: nEZ 
-. Dom(g) =1R — ((4n + 17 /neZ, 


Clave B 


Piden el rango de la función: 

F(x) = 3 + (senx)(cosx) 

Como observamos, no hay ningún tipo de 
restricción, por lo que afirmamos que F(x) se 
halla definido W x € IR, entonces Dom(F) = IR. 
Luego: 

Elx) =3+ og 


F(x) =3 + 529% 


Como x € IR > (2x) € IR 
=> -1<sen2x < 1 


Clave D 


Por dato: 
f(x) = cosx(cosx — 4) y Ran(f) = [a; b] 


Entonces: 

f(x) = cosx — 4cosx 

f(x) = cos?x — 2(2)cosx + 2? — 2? 
> f(x) = (cosx — 2)? — 4 


Luego, la función f(x) está definida v x € IR, no 
presenta restricciones en su dominio. 
=> -1<cosx < 1 
=3 < cosx —2<-1 
1 < (cosx — 2)? <9 
-3< (cosx 2)? -4<5 


po 
-3< 10) <5 


> Ran(f) = [-3; 5] 
Comparando: a=-3 A b=5 
Piden: 


H=a%+b*-ab 
= H=(-3) + (5) — (3/65) 
-.H=49 


Clave B 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


4. Piden el dominio de la función: 


F(x) = tan2x + sec2x + 2X 


La función F(x) presenta restricciones en su 
dominio dado que tan2x y sec2x presentan 
restricciones. 


Función de referencia: y = tanx 


Dominio: IR — ((2n + > Inez) 


> 2x (2n+1)5 =>x4(20+ 1% (8) 


Función de referencia: y = secx 

Dominio: IR — ((2n + m5 Inez) 

>2x 4 (2n+ 5 >x4(2n+ 1 .(b) 
De (a) y (b): x + (2n + 13 


+. Dom(F) = IR — ((2n + 07 Inez) 
Clave D 


Piden el rango de la función: 

H(x) = tanx + cotx 

De la función H se observa que aparecen 
funciones tangente y cotangente, sabemos 
que no están definidas en (2n + 15 y nx, 


respectivamente, uniendo estas dos restricciones 
tenemos: 


Dom(H) =RAF IneZ) 
Por identidades del ángulo doble: 

H(x) = tanx + cotx = 2c5C2x 
=> H(x) = 2c5C2x 
Luego a partir del dominio de H, obtenemos: 
=00 < 0SC2Xx <—1 V 1 < 0SC2X< +00 
=00 < 20802x < —2 V 2 < 20802X < +00 


= Ran(H) = (-0o; -2], [2; +00) 
Ran(H) = R — (-2; 2) 


Clave C 


y f.= senx 


Del gráfico: P (xy; ») Ah= z 


Además: 
P pertenece a la gráfica f(x) = senx. 


=> P(xy; al = P(Xy; Senxy) 


2 
cs 
> senxy = 7 
Como xy E (0; E) = xy =$ 


Piden: 
3 
(base)(altura) O) 
Asomb. = HA 
3n an 4ny/1 
Eso (518) 
Asomb. > 2 = 2 
> Ásomb. = 12 
-Asomb. pS : u? 


Clave B 


T 


El gráfico presenta simetría con respecto a: x = > 


: = E E 
Entonces: 0 +a=5 = a > 0 


Luego, trasladamos la porción del área inferior, 
con la cual el área sombreada será equivalente 
al área de un rectángulo: 

S = (2a)(y) = 27 -0(csc0) 
> S = (n — 20)csc0 


Piden: 


A=tan20 cat <7) 
cscO 
A=tan20 co ERA) 
cscO 


=> A = tan20 cot(1 — 20) 
A =tan20 (-cot20) = —tan20cot20 


.A=-1 
Clave E 


Del gráfico: P(xy; yy) 

Además: P(x+; Ftanxy) = P(xy; Senxy) 
1 ; 

= y lanxy = senxy; (0 < xy < 3) 


senX; 
2C08Xy 


= Ssenxy 


COSXy = 5 > x= 


wla 
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== A 


a 32 
_43 
MS 
Piden 
(base)(altura)  (21)(y1) 
Asomb. = 2 e 2 
ene) 
> Asom. 2 
Asomb. = - - 


Clave C 


l.. La función y = F(x) = senx + 1, tiene como 
dominio: IR — (nx /n € Z) (F) 


La función y = F(x) = senx + 1 no presenta 
restricciones dado que Dom(senx) = IR 
= Dom(F) = IR 


II. La función y = F(x) = cosx, es creciente en el 
intervalo (0; 1) (F) 


y = F(x) = cosx es decreciente en (0; 1). 
III. La función y = F(x) = cosx + 47, es par (V) 
F(x) = cosx +47 
F(=x) = cos(—x) + 47 =cosx + 47 
> Fx) = F(=x) 
+. Por lo tanto, F(x) = cosx + 7 es una función par. 
Clave C 


10. 
l. La función y = F(x) = cotx, tiene como 
dominio: TR — ((2n +1) 7 /neZ) (F) 
La función y = F(x) = cotx tiene como 
dominio: IR — (nx /n € Z] 
II. La función y = F(x) = secx es decreciente en 
los intervalos (1 ; E, U (E ¿21 (V) 
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II. La función y = F(x) = cscx — 5x, es impar (V) 
F(x) = cscx — 5X 
F(=x) = csc(—x) — 5(-x) 
F(=x) = —cscx + 5x = —(cscx — 5x) 
Sister 


F(x) 


> F(=x) = —F(x) 
+. F(x) = cscx — 5x es una función impar. 


Clave E 


11. f(x) = 2[senx(2c0s2x + 1) — 2senx][cosx(2c0s2x — 1) 
+ 2C08Xx] 
= 2senx[2c0s2x — 1]cosx[2cos2x + 1] 
= 2cosx(2c082x — 1)senx(2c082x + 1) 
= 2c0s3xsen3x 
= senbx 
Luego: T = E 
Clave B 
12. cosx + Ccos2x + cos3x 4 0 


2c0s2x . cosx + cos2x + 0 
cos2x(2c0sx + 1) 4 0 


cos2x +0 = 2x4 (2n + 05 
x E (2n+ 1) 
1 


2cosx+14%0 = Cosx % —3 
> Emma 4 200 


2sen2XC0s Xx + Sen2x 


Luego: 9lx)= 2C0S 2XC0SX + COS 2x 


_ sen2x(2c05x+ 1) 


cos 2x(2c0s Xx + 1) A 


Clave C 


13. f(x) = AcosBx 
Valor máximo = 3 
Valor mínimo = 3 
Amplitud =A = 20 
Luego: T=x 


ia 2n 2r 
Además: T B B 


>A=3 


Tr=B=2 
Clave D 


14. y = f(x) = asenbx; x € [0; +00) 
x= 5x1; y =a => a=asenb(5n) 
=> sen(5br) = 1 

> 5bn=2kn + 5;kEZ 

sms p=l 

5bn=21 + =b=3 


x= X:y=08:0,8= asenb() 


3 3 
0,8 = asen 2(3) 


-M =5a +4b =5(1,6) +4(1) =10 


Clave A 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 66) Unidad 3 
CD Comunicación matemática 


y = 3sen(4x — m) + 2 


CD Razonamiento y demostración 
3. F(x) =2senx +3 
Dom(senx) = IR 
= Dom(F) = IR 
Como en el dominio de F no hay restricciones: 
=> -1<senx< 1 
2 < 2senx < 2 
1 < 2senx+3<5 
= Ran(F) = [1; 5] 
Piden: 
Dom(F) n Ran(F) =R N [1; 5] 
. Dom(F) N Ran(F) = [1; 5] 


Clave B 


_—em4X _cantX. PS 
G(x) = cos 7 senta 7 5] 
Reduciendo la regla de correspondencia: 


Gl) = lid De X — sen? 3) 


xe| 


2 
1 


=cos?X -sen?X = ES 
G(x) = cos” — sen” = cos 2(5) 
= G(x) = cosx 
Además, la función original no presenta ninguna 


restricción en su dominio. 
Luego: 


Clave A 


5. Piden el rango de la función f. 


> 3 
a 2 +C008X 


En la función f se observa que aparece la función 
coseno y sabemos que está definida en IR, 
además el denominador no afecta al dominio ya 
que (2 + cosx) es siempre diferente de cero para 
todo x € IR. 
= Domf = IR 
=> -1<cosx < 1 
1<2+cosx < 3 
A 
37 2+c08xX 
1<%-—<3=21<(0<3 

2 +C0SX 
.Ranf = [1; 3] 

Clave A 


6. Por dato: 


f(x) =senx A g(x) = Cosx 

Además: f(x) = g(x) 

Entonces: senx = COSsx 
senx 


> Am -=1>tanx=1 
COS X 


Analizando en la C.T.: 


Entonces: 
— 1. 51. 91. 131. 
24444?" 

Piden los valores de x € (0; 21.). 


Clave B 


Piden: el dd de la función f. 

10) = cos. 2x — 2c0sx 

£(x) = cos?x — 2008x +1-1 

f(x) = (cosx — 1)? — 1 

Como la función cosx no presenta restricciones 
en su dominio, entonces: 


1 < cosx < 1 
-2<cosx-1=<0 
0 < (cosx — 1)? <4 


1 Elx =1P-1<3 
AA... 
1 <flx) < 3 
.. Ranf = [-1; 3] 
Clave E 
Del gráfico se tiene que la función y = senx pasa 
por los puntos q Ñ y) plz eE y») 


Entonces se cumple: 
Para el punto Q: 


y=1=om(35) 
> yy =sen135” Y? Y Y2 
2 2 
Para el punto P: 
y=y=s0o( 77) 
> yy =sen315* y2 > Yo Y2 
2 2 
Piden 
y 12) 12) Y/2_42 
pl 
y¡+y2=0 
Clave C 


CD Resolución de problemas 
9. Para que una función sea par se debe cumplir: 


Ex) = Fx) 

A) Fx) = |senx] 
F=x) = |sen(-x)] = |-senx] 
F(=x) = |senx] > F(x) = F(-x) 


10. 


B)  G(x) = coslx] 
G(=x) = cos|-x| = cos|x| 
G(-x) = cos|x] = G(x) = 


G(=x) 


C)  H(x%) =senlx] 


H(=x) = sen]-x] = sen|x] 

H(=x) = sen|x] > H(x) = H(=x) 
D)  G(x) = cosx — senx 

G(-x) = cos(-x) — sen(—-x) 

G(-=x) = (cosx) — (-senx) 

G(=x) = cosx + senx = G(x) + G(-x) 
E) F(x) = |cosx| — |senx| 

F(=x) = [cos(-x)| — |sen(—x)| 

F(=x) = l(cosx)] — |(=senx)] 

F(=x) = [cosx] — |[senx] = F(x) = F(-x) 


Vemos que: G(x) = cosx — senx no es una 
función par. 
Clave D 


Tr. 2n-1 
3 2n+1 
gráfica de la función y = cosx. 


Por dato: el punto ) pertenece a la 


Sabemos que cualquier punto de la gráfica 


y = cosx tiene la forma: (x; y) = (x; cosx) 
Luego: 
(5 21)" (x; y) = (x; cosx) 
IL — 2n-1 
X= 3 M00Sk= > 
Entonces: 
Tn _2n-1 
0087 => +1 
po2h=T 1 2 
cos60 127 
2n+1=4n-2 
3=2n 
== 
N=> 
Clave B 


Nivel 2 (página 66) Unidad 3 


CD Comunicación matemática 


11. 
12. 


CD Razonamiento y demostración 


13. 


Del gráfico: 


+= xp => x=3m 


Además: 


> =semxy E <xy<m 


Sabemos al 2)=3 
EN O 

7 =Senxy 2n <x, < 5 
Sabemos: sen; =sen(2n + +p)=1 
=1=20+ E= Yz 

Piden: 

x 4x9 4 22 4 37 


¿XX EX) + X= Ón 
q Ago PA3 
Clave A 


. La tangentoide en x, está representada por la 


regla de correspondencia: y = tanx 
mA Y (3... (Ar. 
Por dato: (5 y): E y2) y y») 


pertenecen a la tangentoide. 
Entonces: 


yy =tanZ =1 


Piden: 
YY _ 43-1 
YstYa /3+(-1) 
. Ya=Y1 4 
Y3+Y2 


_43-1_ 
Y3-1 


Clave A 


. Del gráfico se tiene que la función y = cosx pasa 


por el punto PE y) 


Entonces para el punto P se cumple: 
y= cos(-,) = cos 7, 
> y = cos45” = a 
Por lo tanto, las coordenadas del punto P serán: 
Poy =P(-5 42) 

Clave A 


. Piden el dominio de la función f. 


f(x) = cosx + y senx — 1; (k € Z) 

Luego: 

Por la función cosx y senx; x no presenta 
restricciones. 

Por las funciones raíz cuadrada: 
senx-1>0=senx21  ..(l) 

Pero: —1 < senx < 1 .«.(11) 


De (1) y (II) se deduce: 
senx = 1 


>x=(4k+ 1H kez 


7 
. Domf = ((4k + 5 ¡kez) 


Clave E 
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17. 


18. 


Piden el dominio de la función F. 


F= (ST / COS Xx 5 0O<x< 2) 


Luego: 
Por la función cosx; x no presenta restricciones. 
Por la función raíz cuadrada: 


ES >1 
COSX > 2 0 > cosx > > 


Analizando en la C.T. y teniendo en cuenta el 
intervalo dado de (0; 21.) se tiene: 


3, rr oosx > 1/2 
«Mit 
o 11201 
Entonces: x € (o; ju - 21) 
. DomF = (0; ju En 21) 


Clave D 


Del gráfico: 


s(3)-2E: donde T es el período de la 


función. 
>T=5n 
Además se cumple: f(x + T) = f(x) = y 
=  asenb(x + T) = asenbx 

sen(bx + bT) = senbx 

sen(bT + bx) = sen(21. + bx) 
Comparando: bT = 21 


> b(5m) =21=b= 5 


La gráfica pasa por el punto P: (52 =- 16) 
=y= 46 = asenb(2%7) 


3 
» Y6 =aseng( E) 
46 = aseníE = asenza0” 
2) 
16 =a (5 
2/6 
219. ».a=2/2 
WE > 
Aa= 2/2 A b=E 


Clave B 


66 l Intelectum 5.? 


. Por dato: el punto 


CD Resolución de problemas 


En el intervalo: 


(- 5 5) la función es creciente. 


(5 e) la función es creciente y decreciente. 


(E 2) la función es creciente. 


(—r; 0) la función es decreciente y creciente. 


En el intervalo (E ea] la función es decreciente. 


Clave E 


T. 2n-1 
6' 2n+1 
gráfica de la función y = senx. 


| pertenece a la 


Sabemos que cualquier punto de la gráfica 
y = senx tiene la forma: (x; y) = (x; senx) 


Luego: 
TMV lr 
(5 21) = 06) = 06 sema 
_T _2n-1 
>x g A Senx +1 
Entonces: 
T_2n-1 
1 
o_2n-1 1_2n-1 
AZ a 
2n+1=4n-2 
3=2n 
js) 
“n= > 


Clave B 


Nivel 3 (página 67) Unidad 3 


CD Comunicación matemática 


CD Razonamiento y demostración 
23. Del gráfico que se da en la pregunta, se tiene 


que la función y = 2sen2x pasa por los puntos 


P (5 ay Q(í5 »). 


24. 


Entonces se cumple: 
Para el punto P: 


y=a= 2sen2() 


6 
>a = 25en > = 2sen60” 
2a=2%) >a= /3 


Para el punto Q: 
—b=200n2(72 
y =b =2s0n2[ 3 ) 


> b = 2sen E = 2sen315” 


»=2( 2) >b=-42 


2 
Piden: 
a-b=(43)-(-V42)=43 +42 
a-b=43+42 


Clave A 


De la gráfica se deduce: A; B € IR? 
Domg=IR A Rang=|[-5; 5] 


Además: d = | 3 5= ( in 
d > a=d=1 


Entonces se tiene los puntos: 


Mx; yy) =M(=5: 0) = y, =9(4) =9(-5) 


0 =AsenB( 5 c) > senB( a C) =sen0 
> 5 C=0=C= > 


N(; ya) =N(5: 5) = y2=9l%) =9(5) 


5 =AsenB(7 ( 3) >AsenBr=5 ...(l) 


PX: ya) =P (5 +0; 0) =P (5+m 0) 
Plxg; ya) = des o) > Ya = 90%) = a) 


= 3 T 
0 Asen8(= ( 5) > sen2Br = sent 


=2B=1=B=1 


Reemplazando en (1): 


> Asens =5 


A(1)=5=A=5 


TS AN 
-.A=5¡B=>3;0= > 


Clave A 


25. 


(x) = sen2x 


Moa : xEl[0; 21] 


Simplificando la expresión: 
_ 2SeNXCOSX 
AE 2c08X 
> F(x) = senx 


= senx 


Pero: cosx + 0 


Clave E 


26. 


Del gráfico, las coordenadas de los puntos 
M, N y P serán (0; 4), (1; 1) y (5 o), 
respectivamente. 


Luego: 


> 0 

_31 5z 

2 2 

caca MES 

2 2 41 41 
BO e MEMOS 
--AAMNP = 21 u? 

Clave C 


27. 


La gráfica y = cscx, presenta simetría respecto 
a la recta x = 7 


Luego las coordenadas del punto H serán: 
(rt — X; CSCX) 


28. 


Sea el baricentro del triángulo FGH: (xy; y) 


Entonces: 
X+X+(m—X 
x= A ) => Xi T 5 Xx 
_ 0O+CSCX +CSCX 2CSCx 
Y: 3 > Yq 3 
Por dato: yy = pda 
> 2050xX = 242 => CSCX = Y2 
3 3 
Sabemos: csc45* = cscz =42 
Además de la gráfica: O <x < > 
=>Xx= 3 


Piden: la abscisa del baricentro. 


T 
" ax PF bm 
1.3 3 12 
5 
E 


Clave A 


> y = tan(m) = cot(m) A y=n 
= tan(m) = cot(m) 

tan(m) = 1 > jtan(m)] = 1 
= tan(m) =1 o tan(m) = -1 


Como: n<m< = > tan(m) > 0 
> tan(m) = 1 
Sabemos: 
tanz =tan(1 +2) =1 
> m +3 2 > m E 
Luego: n =tan de >Nn=1 
Piden: 
E= seca - noo 
E= seoz[*) (oso) 
E= seotr - ose =sec75" — csc45* 


>E= (46 + 4/2) - (12) = /6 
.E= 46 


Clave A 


CD Resolución de problemas 


29. 


30. 


31. 


El área de la región sombreada será equivalente 
por simetría: 


> Asomp, = (base)(altura) 
Asomb. = (27.)(1) = 21 
*. Asomb. = 21. y? 


Clave A 


Del enunciado: 


Entonces: 
Yo = F(Xo) = senxg 
Yo = G(Xp) = cotxy 


De (1) y (2): senxg = cotxy 
COS Xy 
Senxy = 
senxy 


sen”xp = COSXp 

= 1 — C0SX = COSXp 
Como: xy € IC = cosxp > 0 
1 COS”xXp  COSXp 
COSXp COSXQ  COSXp 


1 
COS Xp 


> 


— COSXg = 1 


*. SECXy — COSXg = 1 
Clave A 
Reducimos: 


£(x) = senx — [1 — sen*x — cos?x] 
2 2 
f(x) = senx — [cos“x — cos*x] 
> f(x) = senx 
Observando que la gráfica representa a la 
función f(x) = senx. 
Calculamos el área de la regiión sombreada por 
simetría: 
Asomb. = 71] =1 y? 


Clave C 
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MARATÓN MATEMÁTICA (página 69) 


1. 


En k: 


k = 2sen = x sens = -(cosZa. — cosa) 
k = cosa. — cosZaL 

k = cosa. — (200% — 1) 

k = coso. — 2c08%a + 1 


sia 
k=1 25) +1 
-2 
ES 8 
Clave B 
Sabemos: 
3 0 3 
a Stan —tan x 36) 6) 
1-3tan*x 1-3(3) 
_9-27_9 
tan3x = 1727713 


13sen3x = 9cos3x 
0 = 13sen3x — 9cos3x 
-.D=0 


Clave D 


Nos piden: 


he sen6x - sen6x 
Asentx—3senx  (3Ssenx—sen3x)-—3senx 


M= Sen6x_ _ 2sen3x . cos 3x 


= —2c083x 
—sen3x —sen3x 
+. M= —2c083x 
Clave A 
Analizamos: 


1 + senx — cosx > 0 
1 + senx — (1 — sen*x) >0 > senx + senx >0 
senx(1 + senx) > 0 


senx 40 ; senx 2 —1; senx > 0 


68 l Intelectum 5.? 


. Analizamos: 


Analizamos en la CT: 


y 
1/2 


T 


x 


.. Domí(f) = (0; m) 
Clave D 


—cos?x — 2senx +1>0 
= (1 - sen?x)-2senx +1>0 
senx(senx — 2) > 0 


Por teoría de funciones, obtenemos: 
1 <senx<0 
Analizamos en la CT: 


y 
T lo) 21 


-1137/2 
+. Dom(f) = [n; 21.) 
Clave E 


-1 < sen(3x) < 1 
0 < sen'(3x) < 1 
0 < 2sen”(3x) < 2 
1 < 2senX(3x) + 1<3 
1<f(x)<3 
+. Ran(f) = [1; 3] 


Clave A 


7. Damos forma a la expresión: 


A= 2 Bcosz0* — cos50* 


A=2c0830*c0820* — cos50* 
A= cos(30* + 20?) + cos(30* — 20%) — cos50* 
A=cos50* + cos10* — cos50* 
. A=c0s10* 
Clave C 


De la expresión tenemos: 


P= 2) xcos15” — sen60” 


P =2sen45” . cos15” — senb0? 
P =sen(45” + 15%) + sen(45* — 15%) — sen60? 
P = sen60* + sen30? — sen60? = sen30? 


Clave B 


3tang —tan*8 _ y x tan 


1-3tan?0 
3-tan?0 _ x+a+b 2 
rr e 
1-3tan*0 


(1) en (2): 


ln] —X+a+b 
ai)” 


,X+tatb_at2b 
b 2b-a 


Clave A 


C Unidad Y 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 71) Unidad 4 


Te 


Fx) = darcsen( 271) 


Para el dominio: 
4<Xxt1< 
É 2 <1 
—2<x+1<2 


—3S<x<1 
. Dom(F) = [-3; 1] 


Clave B 


N= sen(arcsen. + arccos 2_) 


5 13 
Sea: 


OL = arcsen 


Hi D 
6 = aICcOS 73 


Luego: 
N =sen(a + 6) 
N = seno.cos6 + cosasenO 


0 (5)(i5)+(5)6%) 


Clave D 


Haciendo: arctan2 = O 
> tan0 = 2 


Luego, nos piden: 
E =sen0 


2 
== 
Yo 


E = cos(2arctan3) 
Sea: arctan3 = O 
> tan0 = 3 


Luego, nos piden: 
E = cos(20) 
E =c0820 = 2c08%0 - 1 
>E=2/75) as Ea 
/10 
.E4 
SES =5 
Clave E 


Haciendo: arctan /3 = 0 
> tan0 =/3 
=> 0 =60* 
Luego, del dato: 
sec(2x— 0) = /2 =sec45" 
=>2x-0=45" 
x—60* =45* 
x= 15 52030 
Clave B 


/3 


Haciendo: arcsen 42 = 8 


3 
> sen0 = Ya 


an O 


Ma 


Luego, nos piden: 
E = sen20 = 2sen6cos0 


sen28 = 8%) 


E=- 2 
a Clave C 
Piden: Dom(f) 

7 íx+14l_ 7 
f(x) = darccos| 3 ] 5 


Entonces: 


a1s(EA]s 1 


-8 <TxX+1<8 
9 S<TXS<T7 
Pex<t 


..Dom(f) = + 1 
Clave D 


Piden: x 


arctan AL + arctan L + arctan AL arctanx 


7 8 18 


arctan + arctan + = arctanx 


1 
18 


3 
11 


) + arctan 1 = arctanx 


arctan( 18 


Clave A 


) FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Piden: m 
Por dato: 


my _ $ 
arctan(7-) = arcsen 17 7 (07 


Entonces: 

2 - 
arcsen 17 (04 17 E 
=> senal = L 
Además: 


a 
8 


y 
Sy 
E= | 
e 
Il 
|a co|3 2 


arctan ( 


3 

Il 
=|0> 
ale 00| 


Clave D 


. Piden: x 


Por dato: 
31,1 5 


arcsenx = arctan + Sarctan[ 73) 


_ de. Y, Ñ 
arcsenx = arctan 2 arctan 12 
Sea: 

3 


. arctan-7, =0 


> tan0 = + 3 


¿L E 
7 arctan<> B 


5 
arctan 37 =2B 


Luego: 
arcsenx = 0 — B 
=x =sen(0 — $B) 
x = sen6cosf — cosBsenf 


(1 (el) 


_ 11/26 
ES 
Clave A 
= xr_ 
. E=tan m(> arosecm) 
Por dato: 
arctanV3 = marcan 2) =0 
Entonces: 
arctany3 = a 
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== 


12. 


13. 


> tana. = 32 0-3 (1) 
m. artan 4) =0 

[04 Y3 OL T 
GO E (2 


Reemplazando (1) en (2): 


E 


m 6  3m 6 


>3im=6=m=2 


Luego: 


E=tan > 


m(3 - arcsecm ) 


E=tan 


2(3 —aroseo2) 


E =tan(r — 2arcsec2) 

E = —tan(2arcsec2) 

Pero: arcsec2 = > 

=>E= can 2) = —tan120* 


E = -(-tan60*) = tan60? = /3 


Es 3 
Clave B 
E = arcsen(cosfarctan(cot30”)]) 
Luego: 
arctan(cot30”) = arctan(v3') = 3 
Entonces: 
= a 
E= arcsen([cos 3 ) 
<= Al -T-20p 
E =arosen[ $) =4 30 
¿E=30* 
Clave C 


Piden: Ran(g) 


= x+1i_x 
900 = Barccos| > ] 4 


Analizamos el dominio: 
3x +1 
-14<Xt1< 
1< 2 <1 
-2<3x+1<2 
-3<Hx<1=>-41<x< > 
Además: 


0< aros [271] <T 
1 


0 < 8arccos (35 ] <8n 
1 


70 | Intelectum 5.2 


14. Piden: Ran(f) 


fx) = E + 3arcsenx 
Sabemos: 


T< < ñ 
=> £arcsenxS —= 
2 2 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 73) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 
1. 
2: 


CD Razonamiento y demostración 
3. Por dato: 


0 = arcsen LE + arccosí 
Sabemos: 
arosen Lo = E A arccos1 =0 
= 1 =X1 
>0= 3 +0 3 
Piden: 
=senT xz 
sen8 + cos0 = sen 3 + COS 3 
= senó + cos8 = del 
2 
+. SenO +c0s8 = — 1 


4. M=arcsec(2) + aros 243) 


Sea: 
arcsec(2) = UL > seca =2 


>0=>3 
areoso| 248) =0=Csc0 = 2/3 
3 3 

=>0=35 
Luego: 

E =(1 Tr 
M=0.+0=(5)+(5) 

21 
Mn 


5. M=sen (aran 2) 


12 
j De 
Sea: arctan 37 =0 
a 
= tan0 = 12 


Clave D 

6. 
Clave C 

7. 
ClaveD 8. 
Clave E 

9. 


13 


Luego: M = sen(6) 
E 3 
>M= pd 5 
da M = 13 
Clave B 


z 


Por dato: arcsena + arccosb = 3 


Piden: 
K = arccosa + arcsenb 


K= (>> arosena) ea - arccosb) 


K = 1 — (arcsena + arccosb) 


ES 
s.K= 22 
: Clave E 


M= arctan 2 + arctan 1- 


6 11 


> M = arctan 66 |- arctan1 


.M=arctant = Y 


- 


Clave B 


0 =arcsen(x? + 1) 
Sabemos: 2 > 0 ...(1) 
Además por la función arcsen: 
ASkxk+1<1 
> 2<%É<0 .(2 
De (1) y (2): 2=0=>x=0 
Luego: 

9 =arcsen(0? + 1) 
> 0 =arcsen(1) > O = Ed 
Piden: 

cos8 = cos =0 
..cos0 =0 
Clave E 


Piden: Dom(f) 
f(x) = arcsenx + arcsen2x 


Sabemos: y = f*(x) = arcsenx 
Dom(f*) = [-1; 1] 


Además: 
arcsenx > -1<x< 1 
arcsen2x > -1<2x<1 


-1< <1 

> > *S 
De (0) y(B) -$ <= 
4 

2” 


-. Dom(f) = - - 


nm 
En 


x< 


n= 


Clave B Además: 


a =barcsen2X => 4 < 20x < 1. 


CD Resolución de problemas 


b 


d 


2 


10. Por teoría sabemos: arcsen2X - A 
arcsenx e x€ [-1; 1] d b 
arccosx e x€[-1; 1] > send = 2% 


Entonces: 


Como: 0< E < 5 


A<x+2<1 A A<x2-1<1 2 
-3<x<3A0<x<2 >0<sen E <1 
-3<x<3M-42 <x< Y2 0< 20X 3 (B) 
d sd 
Intersecamos: 
De (0) y (B).0< 4% <1 
Ml NN AA 
o 3 42 0 2 3 +00 
0<2x< 2 
El-42; 42 
[ Y2 12] 0O<x< — 
= Domf=|-/2; /2] A 
Clave A “.XE (o z) 
2c 
11. Para: 
+ arcsenx e x€|[-—1; 1 
a 15. P = arcos +) +artan( 5) 
as EL <1 5 5 
(+x Sea: 
EE <2-0+%N E 
e 1+x Si aroos| $) = a 'N arctan[ 2) 
2 
is E nd coso = E > tanf = 
be 2-25 
1+x 
5 
o<L <y F 
1+x 
1<1+x <+to => 0<x< +00 Z 


Debemos tomar en cuenta que en una división el 
divisor debe ser diferente de cero. 


o Luego: 
= arccos ME ] 40 Lena +tan$_ 
1+x tana + B)= 1 —tana tanf 
1-x 
¡EA (2)+(2 
4 5 
1-x%0 tan(a. + B) = 3 
1Ax ls (55 
Intersecamos: 
tan(a. + B) = + 
eo  -1 0 1 E > (a + PB) = aran 
Domf =[0; 1] - (1) ..P= artan [E 
-. Domf=[0; 1) 
Clave E 


Entonces: P = a + B 


Nivel 2 (página 74) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

12. 
13. 
CD Razonamiento y demostración 


14. Pordato:0< 2 < XL 


(01) 


Clave A 


Clave B 


16. 


-K= aroos|- 


. arctanx + arctan(1 — x) = arctan 3 


Por dato: 
9= arctan(.) - arotan/ y n - ) 
Sea: 


arctan(-7-) = 0, > tana = A 


arctan( le 
m 


=n E 
” l B => tanf = 
Entonces: O = a — P 

> tan0 =tan(a — $) 


tana — tanf 
1 +tana.tanf 


(5) (rr) 


Ci mn) 


en 


tan0 = 


Clave C 


5) + arsen( +) + arctan(y/3) 
Por propiedad: arccos(—x) = 


> ] + arsen( $ ] +arctan(y/3') 


(3)6) +(3) 


TT — Arccosx 


K=n- a 


Clave B 


4 


Sea: 
arctanx = 0. = tano, =X 
arctan(1 — x) = B => tanf = (1 — x) 


A id 
arctan = 0 >tan8 = 3 


Entonces: o. + B = 0 
> tan(a + B) = tan 


tana +tanf 
1-tanatanf 


x+(1-x) 4 
tox(1-x) 3 
>3=4-4x+4x 
0=4x —dx+1 
0 =(2x- 1) 
=>2x-1=0 
2x=1 


= tan0 


X= 


Ni= 


Clave C 
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E 3 L£_ EE 
19. Q =arcsen y + arcsenz7 — arcsen-¿z 
Sea: 
arcsend = 9 » arcsen-L. = B 
5 M7 
y -2 
> sen8 = 5 > senf = 17 
5 e 17 
LON O 
4 15 


sen(9 + B) = senOcosf + cosBsenf$ 


+0 E 


sen(0 + B) = E 


77 
> 0+f =arcsen $5 
Entonces: 
Q=0+B - aresen LL 
85 


a 717 dl 
Q (aresen 5) arcsen $5 


-¿Q=0 


Clave B 


20. g(x) = 4arctanx — > 
Sabemos: 
y =f*(x) = arctanx 
Dom(f*) = (— oo; + oo) 
1 T. T 
Ran(f) = Es 7) 


> => < arctanx< T 


Z 
—2m< darctanx < 21 


27- XA = 2 - XI 
21 > < darctanx > < 21 >] 


x—_— 


_ Sn 3n 
7 9) <> 


21. Por dato: x > 0 


Además: arccos( y/3 x) + arcCosX = => 
Sea: 

arccos(Y3x) = 0. > cosa =(/3x) 
arccosx = O > Cos8 =x 


T 


Luego: a. + 8 = En 


> Cosa. = sen0 
cosa. =sene 
cos*o. =1 - cos”8 
(13x)?=1 - (1? 
3 =1-x 
4 -1=0 
> (2+1(2x-1)=0 


1 


e V x=-> ;comox>0 


dl 
2 
tE 


72 [ Intelectum 5.2 


Clave E 


1 
2 Clave B 


22. M= arosen[ 2) +arccos1 + arctan /3 


Sabemos: 


Y3l_a 
aroen| 2 = 3 


arccos 1 =0 
arctan V3 = = 


Reemplazando: 


- 1 T-2n 
M= 3 +0+ 3 3 


-.M= 22 


3 Clave C 


CD Resolución de problemas 
23. Sabemos: 

arcsen(m) » m € [-1; 1] 

Entonces: 

— 1 <senx — 1/2 < 1 

e + < senx < - 

Además: 

-1 < senx < 1 
Tr 


> xe o 6 


tr. 
Y o” 2, 


Pero x € (0; 210) 


Clave B 


24. Sabemos: 

1 <senx-1<1 
0<sentx< 1 

Entonces: 
Para senx =0 
f(x) = arcsen(0 — 1) 
f(x) = arcsen(-1) 
10) = 5 (mín.) 


Para senzx = 1 

f(x) = arcsen(1 — 1) 

fo) 

fo) 
) 


1 máx. + 100 min. = 0 — 


arcsen(0) 


=0 (máx.) 
z 
2 


== E 
2 


Clave D 


Nivel 3 (página 75) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
25. V 

F; arctanx + arccotx = 1/2 

V 

V 

... Tres son verdaderas. 


Clave B 


26. M: 
arcsen(—x) + 2arcsenx = T/6 
—arcsenx + 2arcsenx = T/6 
arcsenx = Tr/6 
sen(arcsenx) = sen(r/6) 


n= 112 
N: 
arccos(—x) + 2arccosx = + 
TT — ANCCOSX + Zarccosx = 


arccosx = T/6 
cos(arccosx) = cos T/6 


an — = tan30? 
Clave B 


CD Razonamiento y demostración 
27. Piden: f 


Por dato: 
p= qarctan| mb ] 


> artan| mb ] = el 


Clave B 


Del gráfico: 


y = a = arcsen2x; 


> arcsen2x, = a 


2x, = sen 


z 


3 


2xy = Y3 


2. q => —_ 


2 
3 
4 


Clave B 


f(x) = Aarccos(Bx) 


Del gráfico: B>0 AA>0 
Dom(f) = [-2; 2] A Ran(f) = [0; 411] 


30. 


31. 


Sabemos: Dom(arccos): [1; 1] 


Comparando el dominio: B = 


Además: 


Ran(arccos) = [0; 11] 


=0< aroos|$x] <T 


=>0< Aarcoos (++) Ar 


= Ran(f) = [0; Ar] 


Comparando el rango: A=4 


Piden: 


A.B=(0)| 


-A.B=2 


f(x) = Zarosen 


Li 
5) 


X 


7)+r 


Para el dominio: 


-4< XA< 
1< 74581 


2<x<2 


1 


2 


Dom(f) = [=2; 2] 


Además: 


-X< Xx < 
2 < arcsen(»,) < 


—.< Zarosen( +) <rT 


0< 2arcsen(2) +T<2T 


= Ran(f) = [0; 211] 


Piden: Dom(f) N + 


00 


2 


0 


.. Dom(f) n Ran(f) = [0; 2] 


Por dato: 


2 


arcsen1 + arccosx = arccosO 


Sabemos: 


arcsen1 = 


Tí 
2 


A arccosO = 


Tr 


mn 


21 


Clave B 


+00 


Clave E 


32. 


33. 


Reemplazando tenemos: 
T T 

— + arccosx= = 

Z 2 

> arccosx =0 
=X=C0s0 = 1 

¿== 


Ahora 80” y 60* si se encuentran en los intervalos 
para aplicar la propiedad respectiva, entonces: 


0 = (80%) — (1809) + (60*) = —200* 
-.0 =-200 


Clave E 


ClaveA [| C)) Resolución de problemas 


1 
2 


L = 2arcsen(-1) + 


aroos| 
Sabemos: 


arcsen(—1) = —arcsen(1) = > 
> arcsen(—1) = Na 
A Ni CE 
aro0os| 37) m-aroos[ 2 ]=m- $ 
43) 5n 
= aroos| 3 lr 
Reemplazando en L: 
=9(-2) 1 (5n 
o il | 6 ] 
=-. +32 --/1 
A 
.L=-J/% 
_ 12 
Clave D 
Piden: 


0 =arctan(tan100*) — arccot(cot300?) 


Por propiedad: 
A 
arctan(tanx) =x, si: x € ( 70 ) 


arccot(cotx) = x, si: x € (0; Tr.) 


Observamos que 100* y 300? no se encuentran 
en los intervalos para aplicar la propiedad 
respectiva, para ello buscamos los equivalentes 
de: 


* tan100* = tan(180* — 80%) = —tan80? 
= tan100* = —tan80* 


* cot300” = cot(360? — 60?) = —cot60” 
= cot300” = —cot60” 


Luego: 

0 = arctan(—tan80”) — arccot(—cot60”) 

0 = (—arctan(tan80?)) — (11 — arccot(cot60”)) 
8 = —arctan(tan80*) — x + arccot(cot60”) 


34. Parax=1: 


1(1) = Aarccos(1)+ B = TC 
A(0)+B=zT 
=>B=xT 
Para x =-1: 
f(-1) = Aarccos(—1) + B =4r 
A(m) + 1 =4rT 
Ar =3T 
=> A=3 


Nos piden: 
Q =A+cosB 
Q =3 + cos(1) 
Q=3-1=2 
Clave C 


35. Tenemos: 


TT — 3arcsenx > 0 
TT < 3arcsenx 


E > arcsenx 


arccos(—x) — arccosx > 0 
TT — 2arccosx => 0 
TT => 2arccosx 


> > arccosx 


cos = cos(arccosx) 


0>x 


Intersecamos los dominios obtenidos: 


o 1 0 


Domf = [-1; 0] 
Clave A 
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 76) Unidad 4 


1. 


2sen2x—1=0 
2sen2x = 1 
=> sen2x = . 


Analizando los valores en la CT: 


En el intervalo de (0; 27.) se tiene: 


_ñ _ 5 
2x 6 V 2x= a 
_T 5r 
ie V x= 12 


Piden: la solución principal, que es el menor 
valor pa que satisface la ecuación. 
== =10% 
12 
Clave C 


tanx= /3;x € (0; 180) 
Entonces: VP = arctan(yW3) = % 
Empleando la expresión general para la 


tangente: 
Xg = kn +VP;keZ 


Xx =kn +5 

= Tr 
=x= (kn +3/keZ) 
Evaluando: 
k=-1=x=-2E = 120" e (0, 180%) 
k=0=>x= 3 =60* e (0%; 180”) 
k=1=x=% - 240" ¿e (0: 1807) 
x= 60" 


Clave C 


sen%0 + senQ = cos%0 
sen8 + send = 1 — sen*9 


Entonces: 
2sen%0 + sen9 —- 1=0 
(2sen0 — 1)(send + 1) =0 


= sen0 = - v send =-—1 
Por dato: 90” < 0 < 180” ... (1) 
Si: send = —1 = 0 = 270" (no cumple ()) 
1 


Si: send = 7 >0 =30" V 8 = 150? 


De (1): 6 no puede ser agudo. 
0 =150* 


Clave E 


74 l Intelectum 5.2 


senx + cosx = 0 


SenX = —COSxX 
Senx __ 
COS Xx 
= tanx =-1 
Entonces: VP = arctan(-1) = =q 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xq =Kn +VP;kEZ 
> Xq =kn + (+) 
E XL 
=x= (kn q Iez] 
Evaluando: 


Para:k=0=x=- + =-45" 


T 

4 

Para:k=1=x= z = 135" 

Para:k=2=x= — =315* 

Por lo tanto, la menor solución positiva es 135”. 
Clave A 

sen?x — 2senx — 3 =0 

(senx — 3)(senx + 1) =0 


=senx=3 V senx =-—1 


Como: —1 < senx < 1 


Entonces, en senx =3 no existe solución en los IR. 
Luego: senx =-—1 


Analizando los valores en la CT: 


y 


>x= ((4k+3)7/kez) 


Evaluando: 
Para:k=-1=x= => = 90" 


Para:k=0=x=%% = 270" 


Para:k=1=x= 12 =680" 


Por lo tanto, la menor solución positiva es 270”. 


Clave D 


(cos20 + 2Jseno -1)=0 


1 


> V sen0 =1 


=> C0sZ0 = 


Analizando en el intervalo positivo (0; 21.) en la 
CT: 


Entonces: 0 = 7= 90% 
21 _ 4 
Además: 20 = G v 20= 3 
= E =60%vV 0= q = 120 


Ordenando tenemos: x = (60%; 90”; 120?) 
Por lo tanto, la segunda menor solución positiva 
es 90”. 


Clave E 


tan(5x-E)=2+-2 


12 /3 
tan (5x S 17)= 2443 
Sabemos: tan75” = 2 + Y 3 


> tan( +) = a 
> arctan(2 + 4/3) = 


Entonces: VP =arctan(2 + 4/3) = , 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xq =kn +VP;k € Z 


> 16 =kn +22 
5 
> (5x- 55) =kn +57 


10 


Luego, para obtener las soluciones positivas 
evaluamos: 


Sr [E + <p /kez| 


Para: k=0> x, = 0 
Para:k=1=x,= 37 
Piden: 

: po 
+= 


Clave B 


2tan2xsenx =0 

=> tan2x=0 V senx=0 

Entonces: 

tan2x=0=VP =0 

Usando la expresión general para la tangente: 
X6 = kn +VP;k eZ 

> Xq = Kn + (0) 


b=kn=x= Y 
x= [5 /kez] A) 


Luego: 
senx=0=VP=0 
Usando la expresión general para el seno: 
X6=kn + (0; keZ 
> Xg =Kn + (-1)(0) 
x =kx 
> x=(kn/keZ (11) 
La solución de la ecuación será: (1) n (11) 
== En ez] 
Clave B 


2cos*x — cosx — 1=0 
(2cosx + 1)(cosx — 1) =0 


=> COSX = > V cosx= 1 

Entonces: 

COSsx = Jl => VP =arccos 1-22 
2 2 3 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xg =2kn +VP;k € Z 
X= 2kr + Z 


> x=(2kn +2 /keX) Al 


Luego: 
cosx = 1 = VP = arccos(1) = 0 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xq =2kn + VP;keZz 
Xq = 2kn + (0) 
=> x=(2kn/k eZ) (11) 
La solución de la ecuación será: (1) U (11) 
x= (2kn + = U (2kn); k EZ 
Clave A 


COS X senx 


" 14+c082x  1-—C082x 


Se debe tener en cuenta: 
1+cos2x40 A 1-—cos2x%0 
cos2x%-=1 A cos2x% 1 

Por dato: 0 <x < 21. 
>2x%rm A 2x%0 
x* 5 An x%0 
Luego, empleando las identidades del ángulo 
doble: 
COS X senx _ 
2 DS 0 
2cosx  2sen*x 


Moo A 
2c0sx  2senx 


SenX _ 4 
COS X 
= tanx = 1 
Entonces: VP = arctan(1) = 4 


Usando la expresión general para la tangente: 
Xq =kn + VP;k eZ 

T 

4 

> x=(kn + q /kem) 


X6=Kkn+ 


Evaluando: 


14. cos6x= | 1 ) sen2x 40 A cos2x 20 


Para:k=-1=x=-— - E (0:27) a sen2x 
a ad a E (0; 27) cos6x = a (1 + sen6x) 
Para:k=1=x= = € (0; 21.) sen2xcos6x =COs2X + Sen6xcos2x 


Para: k=2=x= E q (02m) 


sen6xcos2x — sen2xcos6x + cos2x = 0 
sen(6x — 2x) + cos2x = 0 


Además 7 y o son diferentes de > AN 
x= XA y x- 53 2sen2xcos2x + cos2x= 0 
y ó Clave A cos2x(2sen2x + 1) =0 
11. SeNX — CSCX = COSX — SECK cos2x=0Vsen2x= + sen2x 401 c0s2x 4 0 
senx —- = COSX — ¿XK Ea, keZ => sen2x = -: 
senóx—1 _ c0s?x 1 Luego.0<x<1 => 0<2x<2n 
SeMX COX Por lo tanto 2x = E V 2x= te 
2 2 
== x= y x= Un 
COS*x =Senix Piden: a Ñ tía _ a 
e — ll Clave A 
ss 5 e) PRACTIQUEMOS 
4% clave | Nivel 1 (página 78) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
12. Six+y+Z=1 1. 
> tanx + tany + tanz = tanxtanytanz 2. 


Multiplicando por tanz 


tanxtanz + tanytanz + tan”z = tanxtanztanytanz 
lit dat bi ¡ea peritor caido patio 


CD Razonamiento y demostración 
3. Piden, la suma de las dos primeras soluciones 


3 + 6 +tanz= (3) x (6) positivas de la ecuación: 
9 +tnz= 18 /3 
tanz=  9Y=> tanz=3 E 


Luego en (1): 3tanx = 3 


tanx=1 = x=45" 


Empleando la expresión general para el seno: 
Xo =km + (1) VP; k ez 


al tan < =tan15" =2- /3 Xq =kn + ( sas E kez 
Clave C Xq =km + ( Ek 7 
13. tan£ =Cscp — senf Evaluando: , 
. a _ T _ o 
cscfó — cotf = cscf — senf Para:k=-=1=>x===3" =-=240 
senf = colf Para:k=0=x=% =60* 
senf = pop E 
senf Para:k=1=x= 3? =120" 
sen”B = cosf 


1 — cos = cos 


cos%B +cosp - 1=0 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 60* y 120*. 
=> 60” + 120? = 180? 


cosf = BA) Clave B 
451 4. Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
MO AIEEOS (+( 2 )) positivas de la ecuación: 
- 1/2 
VP=+ arccos [571 1) ia 
V5-1 Empleando la expresión general para el seno: 
X6=2kn + aro0os | 2 ) xo =km + (A)WP;k EZ 
x= 2kn + aro0os (671) Xq =kn + ( 1J'arosen( Likez 


Clave B 
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Xq =km + ( UN q): keZ 


4 
> Xx =kn Fez 
Evaluando: 
Para:k=0=x=-7 =-45" 
Para:k=1=x= AS 


Para:k=2 = x= TE =315* 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 225" y 315”. 
=> 225" + 315" = 540* 


Clave E 


Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 
1 
COSX = + 
5 
Empleando la expresión general para el coseno: 
X6 =2kn + VP;keZz 


Xq =2kn + arcos; kez 


5 
=>X=2kx + arocos; keZ 
Evaluando: 
Para:k=0 
= 1 1 
X = —arccos 5 V X= arccos 5 
Para: k = 1 
x=2n — arccos 1 V x=2xn+ arccos + 


5 5 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 


: 1 Al A 
son: arccos 5 y 21 arccos 


> (arccos +) + (25 — arccos +) = 2n= 360" 


Clave E 


Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 


/7 


Cosx = - == 
2 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xq =2kx +VP;k EZ 


Xc =2kn + arccos| 2); kez 
x= 2 (E): ez 

ox=2kn tez 

Evaluando: 

Para: k=0=x=-3E V x= + 
Para:k=1=x= = V x= E 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 


son: 22 y 37 


4 Y 

JT. 7 a omo 

dr ir dia 

Clave D 


76 l Intelectum 5.2 


7. Por dato: tanx = 1 


> VP =arctant = 4 
Empleando la expresión general para la 
tangente: 
X6 =Kn +VP;k€eZ 
> Xq =Kn + GKez 


Evaluando: 
Para: k=-1 x= A = -135* 
Para:k=0 x= +=45" 


Tr 
4 
Para:k=1 =x= = =225" 

Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 45? y 225”. 

Piden: la suma de las dos primeras soluciones 


positivas. 
=> 45" + 225" =270* 


Clave C 


Por dato: tanx = — 3 
> VP =arctan(-V3)= a 


Empleando la expresión general para la 
tangente: 
X6 =Kn +VP;k€eZ 


>x=kn- %;kez 


3 
Evaluando: 
Para:k=0=x=- = 60" 
Para:k=1= x= o =1:20* 
Para:k=2= x= = = 300? 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 120? y 300*. 


Piden: la suma de las dos primeras soluciones 
positivas. 
=> 120” + 300? = 420" 


Clave E 


Piden, la solución principal de la ecuación: 
senx(2c082x + 1) 
senx 


sen3x 
senx 


1 


2cos2x + 1 = 1; senx 4 0 
2cos2x =0 
cos2x =0 
Empleando la expresión general para el coseno: 
Xc =2kn + VP;kEZ 
> 2Xg = 2kn + arccos0; k € Z 


2x6 =2kn + %;kez 


Es 
=x9=km + q;keZ 
Evaluando: 

Para:k=0>x= 4 V x=3 


10. 


Para:k=1=x= ss v x=% 
Observamos que 3 es el menor valor no negati- 


vo que satisface la igualdad original. 
Por lo tanto, la solución principal de la ecuación 


T 
es: + 
4 
Clave A 
Piden, la suma de soluciones de la ecuación: 


(tan2x — 1)ísenx — 1) =0; (0; 7) 

Igualando cada factor a cero: 

+ tan2x— 1=0 > tan2x= 1 
X= kn +VP;k eZ 


> 2xg =Kn + arctan1 =kn+ 4 
k a 

= X= 7 +EIKEZ 

Evaluando: 

Para:k=-1=x=- E 

Para:k=0=x= 

Para: k =1 ox 

Para:k=2=x=E 


En (0; 1) las soluciones son: > y — 


senx — 1 =0 = senx = 1 
Analizando en la CT, en (0; 1): 


Observamos que x = Al es la única solución. 


Entonces, para la ecuación original las soluciones 


; fr. x. 5n 
en (0; 1), son: 5 > e) 


Clave E 
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12. 


CD Comunicación matemática 
11. 


CD Razonamiento y demostración 
13. Piden, la suma de las dos primeras soluciones 


positivas de la ecuación: 


sen2xC082x = sa 
2sen2xc0s2x = “9 
senáx = e 


14. 


15. 


Usando la expresión general para el seno: 
X= km + (1)VP; ke Z 


ken 


> 4Xg =Kn + ( 1)'arcsen 


3" 
_kr k TT. 
== 4 + (-1) q Z 
Evaluando: 
Para:k=-1=>x=-3 —60* 
Para: k=0 =x=37 =15" 
Para: k= 1 x= =307 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 15* y 30*. 


=> 15” + 30? = 45” 
Clave B 
Por dato: 
sen7x —senx _ 1 
cosáx 2 
TX +X TX —X 
2009/ > Juen( > ] 4 
cos 4x 2 
2cos4xsen3x _ 1 
cos4x 2 
Luego: 
2sen3x = 5 cosá4x + 0 
= A 
sen3x = 3 ; ] l 
3x= arcsenq =>Xx= 3 arcsen 7 
Cuando x = Jarosení, el cos4x es diferente 
de cero. 
| dl 
ero E 3 ercsenz 
Clave B 
Se tiene el sistema: 


2senx + cos?y =a ll 
/3cosx+y/2cosy=b  ..(2) 


Por dato: 30? y 45” son valores que toman x e y 
en el sistema. 


Evaluando en (1): 
2sen30” + cos245" =a 


Ag 


Evaluando en (2): 
/3 cos30" + /2 cos45? =b 


ME) 2) 


16. 


17. 


18. 


Piden 
Mie 
a+b=(7)+(7)=4 
a+b=4 


Clave C 


Por dato: x € e 3) 


Además: 
senx= Y/2 — cosx 
senx + cosx= yY2 


my _ 
/2 sen(x + 7) =4/2 
my_ 
> sen(x + a =1 
Empleando la expresión general para el seno: 


X6=kn + (0; keZ 
X6=kn + (4) 'arcsent ; ¡keZz 


TN _ kT 

(+5) kn + (1): kez 
KT T. 

>x=Kkn +( 15 qK Z 
Evaluando: 

“k= =A¿/(H, TM 
dle 3) 
X= E 


Clave A 


Por dato: x € (0?; 1807) 
Además: 
sen(x + 40?) + sen(50* — x) =0 


Por transformaciones trigonométricas se tiene: 
2sen45*cos(x — 5”) =0 


> cos(x Sa) =0 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xg =2kxr. + VP; k € Z 
Xq = 2kn + arccos0 ; k e Z 
T 
(- 38) = Pr + 7;keZ 
>x=2knm+ 2 > +L:kez 


36” 
Evaluando: 
o _ Ar 191 
Para:k=0= x 6 Vo X 36 
A 9tr 
Para:k=1= x= 36 V X= 36 
El único valor que se encuentra en 


(o: 180%) es 197. ES = 95" 


F.= 95% 
Clave E 


Piden, el número de PA de la ecuación: 


sentx + costx = z x€ (0;2n) 
1 — 2sen?xcos?x = 2 
— 3 2senixcosóx 


: = 2sen?xcos*x 

- = 4sen?xcos*x 

5 = (2senxcosx)? 

Moa 

qe sen“2x 

1 =2sen?2x 

1 =1-— cos4x 
= cos4x =0 


Usando la expresión general para el coseno: 
Xc =2kn + VP;keZz 
> 4Xg = 2kn + arccosO; k € Z 


4x =2kn + 4 :keZ 


3; 
> 10= La Ekez 
Evaluando: 

Para:k=0= x= $ Vox ; 
Para:k=1=x= — V E 
Para:k=2=x= o V x= 
Para:k=3=x= 1% v x= Bn 
Para: k=4= x= 5% V x= 1% 


Las soluciones en (0; 21.) son: 


x=Í2 31. 571. 71. 91. 111. 131. 15n 
8" 8' 8” 8' 8' 8” 8” 8 
Por lo tanto, son 8 soluciones. 


Clave B 
. Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 
COS5XCOSX — SENSXSENX = z 
1 
cos(5x + Xx) = > 
=> COS6X = 1 
2 


Usando la expresión general para el coseno: 
X6 =2kn +VP;kez 


> 6xg =2kn + arccos:; keZz 


7 
a ñ 
6x6 =2kn + (5); k EZ 
k . 
=x=3 t7p, eZ 
Evaluando: 
“k= = E =X 
Para:k=0= x 18 Vo X 18 
“k- - 5n -/1 
Para:k=1= x= 18 V x=38 
Luego, las dos primeras soluciones positivas 
T 5T 
son 18 y 1 
rT, ón o 


Clave E 
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20. Por dato: 
cosxtanx + 2senx = 1,5 


> Co pls ) + 280nx= 2 
COSX 2 


senx + 2senx = >: cosx 0 
e 
3senx = > 
Sl 
senx = 3 


Empleando la expresión general para el seno: 


X6=kn + COW; keZ 

-VP= YE 
Donde: VP =arcsen 7 = 3 
=>x=kn+ ( VER Z 


Evaluando: 

Para: k=-1 x= -E=-210" 
Para:k=0=>x= =30" 

Para: k=1=>x=%E = 150" 


Luego, las dos primeras soluciones positivas son 
30? y 150”, además en estos valores el coseno 


es diferente de cero. 


Piden la suma de las dos primeras soluciones 


positivas. 
= 30? + 150* = 180? 


Clave C 


Nivel 3 (página 79) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
21. 


22. 


CD Razonamiento y demostración 


23. Por dato: 
sen7x — senx = cos4x 


Empleando transformaciones trigonométricas: 


2cos4x . sen3x = cos4x 
2cos4xsen3x — cos4x = 0 
cos4x(2sen3x — 1) =0 
1 


=cos4x=0 V sen3x= 7 


Usando la expresión general para el coseno: 
Ax = 2krt + arccos0; k € Z 

dx=2kn +1 

>x= + + :keZ «o (l) 

Usando la expresión general para el seno: 


3x=kn + ( 1)'arcsen ! ¡kez 


(T 
3x =kn + (-1)%6 


x= (a ez 0) 


Evaluando las expresiones (1) y (Il 
es -=LAIA 
Para:k=0=>x= ( 38 15) 
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24. 


25. 


18” 8* 8 
100 las E primeras soluciones positivas 
son: E y 8 
Piden la suma de las dos primeras soluciones 
positivas. 


Tr, 1-13 
MA 


Para.k=1=x= es 3. +) 


Clave C 


Piden la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 


COs5x + COSX = COS2X 


2005 [965% )005 (371) = 0082x 


2c083XC0S2X = COS2X 

2cos3xc0s2X — cos2x =0 

cos2x(2cos3x — 1) =0 
1 
2 
Usando la expresión general para el coseno en 
ambos casos se tiene: 
2x=2kxe +arccosO V 3x=2kx + arccos 1. 


=c0s2x=0 V cos3x = 


2 
4% 4% 

2x =2kx > V 3x=2kx 3 
=x=kn+ mE keZ V x= ES kez 
Evaluando: 

le q T. T. T.T 
Para:k=0= x E g' al 

a _ f5z. 71. 3n, 5n 
Para: k=1 x= (E, 94 7) 
Luego, las dos primeras soluciones positivas 

«EE E 
som 3 y 

Tn, T_13n o 
A 


Clave D 


Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 


Y3 
4 


sen?(x — 45%) — sen*(x — 15) = 


Sabemos por ángulo compuesto: 


sen(a + B)sen(a. — B) =senía — sen?p 


Entonces: 
sen(x-45*+x-15%)sen(x-45*—x+15%)= 


Y3 
4 
sen(2x — 60*)sen(-307) = Ed 

sen(2x a l-2)> a Ed 
> sen(2x-3)= = a 


Empleando la expresión general para el seno: 
X6=kn + (0; keZ 


Xo=km + Caj'arosen( 4%) 
x=km+(1)(-5) 
(2x E a) =kn- (05 


Evaluando: 

Para:k=0=x=0 

Para:k=1=x= T - 150? 
Para:k=2=x=n= 180% 

Luego, las dos primeras soluciones positivas 
son: 150* y 180". 


=> 150” + 180? = 330? 
Clave E 


. Se tiene: 


16(1 — sen%0)(1 — cos?) 

16(cos0)(sen?0) - 1=0 

4(2sen8cos0)? — 1 =0 
4(sen20)? -1=0 
2(2sen?20) = 1 
2(1 — cos40) = 1 


=> Cos40 = 


1 

2 

Usando la expresión general para el coseno: 
06 =2kx +VP;¡keZz 


0¿=2k1 + arcos 


40 =2kn + 3 
kr, T. 
=>0= en +5 17 ¡keZ 
Evaluando: 
bi - T En 
Para:k=0=0 > vo 17 
ok _ 5n _Tñ 
Para: k=1=0 12 vo 12 
Luego, las soluciones que pertenecen al intervalo 
5r 
de (o; 5) son: 7 y 17 
Piden la suma de soluciones en (o; 5) 
TE _M 
“12122 


Clave A 


. Piden, la suma de las soluciones de la ecuación: 


tan4x — tan2x = 0; x € (0; 1) 


Empleando las identidades del ángulo doble: 
2tan2x 


== tan2x=0 
1 —tan o 
tan a E 0 
4- 
tan 2x 1 cua - 
1 —tan*2x 
tan2x(sec4x) = 0 
tan2x _ 
cos 4x 
tan2x=0; cos4x 40 =x%(2k +1) ¡ke z 


8 
Usando la expresión general para la tangente: 
X6 =Kn +VP;k€eZ 
2x¿ =kn + arctand 


2x=kn +0 
=x= Yen 


28. 


Evaluando: 
Para:k=0=x=0 


Para: k=1 =x=>5 
Para:k=2=x=ñ 
Observamos que solo existe una solución en el 
intervalo de (0; 1) y que satisface la igualdad 
original que es o 

Clave A 


Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación: 

cos 2x +sen%x __ 

cos 2x — cos?x 
(1 — 2sen?x) + sentx _ 
(2c0s?x — 1) — cos*x 
1 —senx __ 
cos?x — 1 


1 — senx =3 — 3cos*x 
cos?x = 3 — 3c0s?x 
4cos?x =3 
4coskx -2=1 
2(2c0s%x — 1) =1 
2(cos2x) = 1 


= C082X = : 


Usando la expresión general para el coseno: 


Xq =2kn +VP;k € Z 


2x6 =2km + arocos 1 


2x=2kn E 3 

ox=knt 5¡keZ 

Evaluando: 

Para:k=0=x= e v x= 
Para:k=1=x= - V x= 


29. 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 


son 5 y — y ambas son admisibles para la 


ecuación original. 
TÍ _ 400 
+ > 180 
Clave C 


Piden, la suma de las dos primeras soluciones 
positivas del sistema: 


senx + Cosy = . ...(1) 
senx — Cosy = 5 ...(2) 
Sumando (1) y (2) se tiene: 


2senx = 0 = senx = 0 
Empleando la expresión general para el seno: 
X6=kn + (-1)'arcsen0; kEeZ 
x= kr + (-1)K(0) 
>x=knr;keZ 
Evaluando: 
Para:k=0=x=0 
Para:k=1=x=m1 
Restando (1) y (2) se tiene: 


2cosy = 1 = cosy = 5 


Empleando la expresión general para el coseno: 
Ya =2kn + arccos 1; k eZ 


>y=2ná E:kez 
Evaluando: 

Para: k=0 > y = a V y=3 
Para:k=1 >= y = - V y=E 


Luego, las dos primeras soluciones positivas 


SsSOmMXx=xtT A y= > respectivamente. 
; =D A 
XFY=0 + 3 


Clave C 


30. Piden, la suma de valores de y en (0; 21.) del 


sistema: 

=X 
x+2y= > a (11) 
sen(X + y) + cosy = - ...(2) 
Luego, de (1): x= > -2y 


Reemplazando en (2): 


sen(5 -2 + y) + cosy = o 
sen(5- y) + cosy = - 
cosy + cosy = - 

2c0sy = > 

> Cosy = - 


Empleando la expresión general para el coseno: 
Ya =2kn + VP;k eZ 


Ya =2kx + arocos 


> y = 2kx +arccos1; keZ 


Evaluando: 
Para: k =0 

y Maps 1 
> y = —arccos 6 V y =arccos 6 
Para: k = 1 


js 1 
6 Vy 21. + arcos 


Luego, las soluciones para y en (0; 21.) son: 
1 1 

arccos y 2n- arocos. 

.'. (larccos 5 + (21. — arccos 5 =2n 


y = 2n — arccos 


Clave B 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 80) Unidad 4 


1. 


B 


C 
c+b?_ 10 
A a 


Por el teorema de Pitágoras: + bó=2? 
2 
(2) 10 210070? 


=> —= 
p?e? a? 


=al= /10bc 


Empleando ley de senos: 


(2RsenAy? = 10 (2RsenB)(2RsenC) 
4R2senrA= /10 . 4RsenBsenC 
senA= 10 senBsenC 


Pero: senA = sen90* = 1 


> (1)?= /10 senBsenC 
aa senBsenC 


410 


..senBsenC = 


/10 
10 


En el AABC por ley de cosenos: 
5 =8? + 7? — 2(8)(7)cosa. 


=> 112cosa = 88 


dl 
9080.39, 


En el AADC por ley de cosenos: 
xÉ =5? +7? — 2(5)(7)cosa. 


80 | Intelectum 5.? 


Qw 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


Sea x: un número impar. 
En el AABC por ley de cosenos: 
(x +2)? =(x —2)% +12 —2(x — 2)(x)008120" 
Luego: 
+2? («2 2= 2 2(x 2100 5) 
8x =x? + (x — 2)x 
8=x+x-2 
10 =2x 
>Xx=5 
La medida de los lados será: 3; 5 y 7. 
Por lo tanto, el lado mayor mide 7. 


Clave B 
Por dato: abc = 32 cm? 


Además: (senA)(senB)(senC) = l 


2 
De la ley de senos se tiene: 
a = 2RsenA; b = 2RsenB; c = 2RsenC 


Donde R es el circunradio del AABC. 


Entonces: 
(2RsenA)(2RsenB)(2RsenC) = 32 


8R*(senAl(senB)(senC) = 32 


Clave A 


A G B 
Del gráfico: A=90% A B+C=90* 
Piden, expresar M en términos de los lados: 


_ tan2B _ tan2B 
cos(B—C)  cos(B — (90* — B)) 


M= tan2B - tan2B — tan2B 
cos(2B-—90%  cos(90” —2B)  sen2B 


rl 1 )> 1 
—Xcos2B Jlsen2B / cos2B 


O: E: 
cos*B — sen*B a E (2) 
a a 
1 
lia 0? - pb? 
a? 
a? 
=p? 
Clave C 
Por dato: 
aá=b+c?- Zbo 41) 


Por ley de cosenos: 
al =b? +0? — 2bccosA (2) 
Comparando (1) y (2): 

> 260 = —2bccosA 


Zo 
a 2cosA 


1 
3 


> sec A=9= 1 +tan"A=9 
> tan'A =8 
+ tanA =2/2 


cosA > SecA= 3 


Clave C 


En el DAHB: h= Scot(S) 


Piden: 


Anage = 2 = a 


k cor 
Anrgc= — > (5) 


y? 
da Arge = a oot(5) 
Clave A 


Por dato: ABCD es un paralelogramo. 
En el AADC por ley de cosenos: 


R? =m? + n?— 2mncos(180* — 0) 
R?=m? + n? — 2mn(-cos0) 
R? =m? + n? + 2mncos9 


+. AC= V/m*+n?+2mncos0 


Clave B 


Piden: 
_ acosB +bcosA 
bcosC +ccosB 


Por la ley de proyecciones: 
Cc =acosB + bcosA 
a=bcosC + ccosB 


Reemplazando en la expresión N: 


_acosB+bcosA _c 
bcosC+ccosB a 


-N=£ 
Z a 


Clave C 


10. Por dato: 


11 


12. 


Se cumple: 
mZA + m2B + mZC = 180? 
30? + 135” + m2C = 180" 
mZC = 15? 


Luego, por ley de senos: 
€ 2 


C 
sentó" — seng0” (E) 
4 


>c=4 A 


(52) 
12 


V6 


. En un triángulo ABC, sus lados son: 


a=33;b=37;c=40 


Piden: m4B 
Entonces: p = Br =55 
Luego 

B (p - a)(p—c) 
tan5=,/ —_—— 

2 p(p —b) 
tnB.= (55 — 33) (55 — 40) 
2 55 (85 — 37) 
B_ /(22(15) 1 
0510 7 

B_43 
> tan A 
Y3 


Sabemos: tan30* = 3 


> 5 =30" > B=60" 


.mZ4B =60* 


En un triángulo ABC, por dato: 


a=3b pco (275) =2 


2 


=tan[£55) 1 


7-)- 
Por ley de tangentes: 
tan (8) 


a+b_ 


a-b tn 873) 


2 


Clave A 


Clave E 


(55) 45 A+B=090" 


Además se cumple: A + B +C= 180? 
> (90%) + C = 180% => C =90* 
-.mZC=90% 
Clave B 
13. Por dato: 
mZA + m24B =74* AmZ4A-—m4B = 53” 


dan: 4+b 
Piden: == 


Por ley de tangentes: 


Clave B 


14. En un triángulo ABC se cumple: 
(a + b +c)(b +c- a) = ze 

_ bc 

(b+c+a)(b+c- a) = a 


(b +0)? -a?= be 


b?+ 024 2b0 a? = de 


=b2+ + Lho=0? 


Por ley de cosenos, se cumple: 
al =b? + c? — 2bccosA 


...(2) 
Comparando (1) y (2) se tiene: 


Too = —2bccosA 


7 =- 
a 2cosA 


, SL 
COSA = 3 


Clave B 


PRACTIQUEMOS 

Nivel 1 (página 82) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

1. 

2. 

CD Razonamiento y demostración 


Por ley de cosenos: 
7? =3? + 5? — 2(3)(5)c080 


= 30c0s0 =-— 15 


Sl 
COSO = > 


Clave B 


4. Enun triángulo ABC: 


N = 2bcosC + accosB 
RsenA 


E a(bcosC +ccosB) 


ds RsenA 


Por ley de proyecciones: 


a=bcosC + ccosB 


a(a) _ a(2RsenA) 
RsenA 


iS RsenA 


“. N=2a 
Clave D 


En AABC se cumple: 
a + 15* + 60 = 180” = a = 105? 


Por ley de senos: 


a b a Y6 
senA senB “sena  sen60” 
_vVGsentos? _ Y/6 sen(180 — 75%) 
=senB0s (E) 
2) 


=> a=242senT5" = 2171612) 


=a 


_ 4/3 +4 
4 


.a=4/3 +1 


Clave D 
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Por ley de senos: 


6 4 6 _ senZa 

senza sena 4 sena 
Z 2sena cosa. _ 3 s:080: 3 
sena 2 4 


Por ley de cosenos: 
42 =6? + x? — 2(6)(x)cos0. 


16=36+x? - 12x(7) 


Luego: 

x?-09x+20=0 

(x— 5)(x— 4) =0 

=>x=5Vx=4 

italia 
24 

SS O 


En un triángulo ABC, simplificar: 


_ bcosB + ccosC 
cos(B — C) 


N cos(B — C) 


N 


_ (2RsenB)cosB + (2RsenC)cosC 


_ R(2senBcosB + 2senC cosC) 


cos(B — C) 
_ R(sen2B + sen2C) 
=cos(B—C) 


Clave E 


Empleando transformaciones trigonométricas: 


NE R(2sen(B + C)cos(B — C)) 


cos(B — C) 


=> N = 2Rsen(B + C) = 2Rsen(180* — A) 


= N = 2RsenA 


Por ley de senos: a = 2RsenA 


..N=a 


Por dato: tan0 = ue 
15 161 
A O 
8 B 


-2 
=C0S0 = 15 
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Clave A 


En el AABC por ley de cosenos: 
d?=6* + 5? — 2(6)(5)c0s0 
de 8Y1_ 
d2=61 50(;5) 61-32 
=d?=29 
«.d= 4/29 


CD Resolución de problemas 
9. Del triángulo tenemos: 


Clave C 


A 
En el AABD (ley de senos) 
x _ 4 x _ senf 
senf sena 4 seno. 
En el AABC (ley de senos) 
9 x 9 _ senf 
senf sena  x seno. 
Luego tenemos: 
x_9 2_ 
y > =>x"=36 
2 =6 


10. En el triángulo MNP, tenemos: 


Por teorema de senos: 
m _ sen3a 


m__P nm 
senda sena —p sena 


m _ sena (2c0s2a + 1) 


p seno. 
M = 2c082a + 1 
p 
MAP - 200820: 
p 
. COSZOL = EN 


Nivel 2 (página 83) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 

11. Tenemos: 

pomo? 

2mp 

-n2<0 = cosN <0 


2? 


cosN = 
Si: p? + m? 

pe+m 
+. N ángulo obtuso 


Si: p+m?-n?=0 = cosN =0 


+ m?=n? 
-. N ángulo recto 


Clave B 


Clave D 


12. 


2-n2>0 > cosN>0 


23 p? 


Si: p? +m 
po +m 

.. N ángulo agudo 

Entonces: 

A) Ángulo agudo 

B) Ángulo recto 

C) Ángulo obtuso 


Por teorema de proyecciones: 


a =bcosB + ccosC 
b = acosC + ccosA 
Cc =acosB + bcosA 


Por teorema de tangentes: 


S= (5)cenB) 


Dos son falsas. 
Clave E 


CD Razonamiento y demostración 


13. 


14. 


Por dato: a? + b?+c*=10 
Piden: 
E = abcosC + accosB + bccosA 


De la ley de cosenos: 
0 =a? + b? - 2abcosC 
2 2 2 
= abcosC = aa 
Análogamente: 


2 
accosB = AbccosA = 


a+c0-b b2+ 0-2? 
2 2 
Reemplazando en E: 
2 2 2 2 2 2 2 2 Z 
ab a+ bo”, boa 
E A A 


Clave B 


3a 


En el IsNAD' por el teorema de Pitágoras: 
m?=a? + (4ay? =m?=172? 

En el xND'C por el teorema de Pitágoras: 
n=m?+ (day = 174? + 162? 
n?=3322=n=/3B3a 


17. 


En el ABNC' por ley de cosenos: 
(4av/2)? = (58)? + (n? - 2(5a)(n)cos0 C 
32a? = 252? + n? — 10a(n)coso 


7a? = (332?) - 10a(4/33 a) cose 


2, 
=10433 a?cos0 = 26a? ds x 5 


33 coso = 28 a el pepe ley de cosenos: 
la T7=5%+x" — 2(x)(5)c08120* 
:(Beoso =$ 4925412 10x/-3) 
Clave C => +5x-24=0 
(x +8)(x — 3) =0 
15. =x=-80x=3 
Como: x > 0 
ENE 
Clave C 
18. 21. 
Q 
S 
Por ley de cosenos: 2/2, 
a? =K + (26)? — 2(K)(2K)00860” Pp , AR 


al =k2 4 4H? — 4e3) 


Por suma de ángulos internos: 
15 + 135” + a, = 180” =a, = 30? 
Por ley de senos: 
x 2/2 2/2 sen(180* — 45") 
sent35” sena BO 


al =3k2=>a=4V3k 


Se observa que el AABC cumple con el teorema 
de Pitágoras, entonces: 


o o (2) 
LC= ZB= Yet 
mZC=30% A m2B=90 alas 22 Ñ 
3X= ——355 7 = 3 = 4 
sen30 1 
Clave C 7 
“.k=4 
16. 
Clave B 
19. 
Por correspondencia triangular: 
mZ4B > mZA>mzZC 
En el AABC, por ley de senos se cumple: 
Piden: la tangente de la mitad del mayor ángulo. BC = 2RsenA 
12 = 2Rsen37* 
tanB_ /le-alp-0) 3 
2 plp—b) 12=2R (5) > 60 =6R 
p=2tb+0_ 1041749 _ 18 .R=10 
2 2 Clave D 


20. 


8/18 10189) 
>= 81817) 


B_ /00) _ 
atan; = UA 


tan B: 
«tan; =2 


Clave D 


TRIGONOMETRÍA - 


Del gráfico: el AABC resulta ser equilátero. 
Sea: AC = 6a 


Luego en los triángulos rectángulos BHN y BPM 
por el teorema de Pitágoras, se obtiene: 


BN =BM= /28a 

En el ANBM por ley de cosenos: 

(2a)? = (1282)? + (1/28 a)? - 2(428 a)(428 a) cosx 
4a? = 282? + 28a? — 2(28)a2%cosx 


> 56a%cosx = 52a? 


_ 52 
COSX= 5G 

: -13 
-'.00SX = qq 


Clave E 


CD Resolución de problemas 


Sea x la longitud de la bisectriz interior relativa 
al lado BC. 


A 
A 
2 


[el M B 
Del gráfico tenemos: 


Saasc = Saame + Saama 
bx A A 


bc ds 
> senA > en; + 


bc A AN _bxo, A, Cx. A 
> (250n(* Jos (+) 7 Sen; +=:Sen> 


2600087) =X(b+c) 


2 


b+c 2 
Clave C 
En el AAHD (teorema de Pitágoras): 
2 (MP ER ] 
k - ) 2%) > k=7 
En el AABD (ley de cosenos): 
8? =k? +5 — 2(K)(5)c0sB 
8? =7? + 5? — 2(7)(5)c0sfp 
cosf = 1/7 
A, kcos”g =1/7 
Clave A 
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Nivel 3 (página 83) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 25. 
23. 
|. Sabemos: 
2 2 2 
cosA = A 2:11) 
senZ! = 1 — (2) 
(1) en (2): 
q Mica 
A_ bc 
senz=Y ——3 2 — 
A_ /(a+c-b)(a+b-c) 
A 
-b)(p=c 
sen(2)= e pe ) (V) 
Il. Sabemos: 
2 2 
cosA= ? E (1) 
cos( = psA (2) 126. 
(1) en (2): 
2 z 2 
44D +c-a 
00s(%) = bo 
2 2 
AY_ /(b+c+aj(b+c-a) 
cos(»-) TY 
-a 
- pee E 
_ bc _ bc ALLA 
Ill. S > senA > Xx 2sen > cos > 
V(p-blp—0c) _ /p(p—a) 
S =bc Xx Xx 
bc bc 
p(p — a)(p — b) (p — c) (v) 
24. 
En | tenemos: 27. 
a=13Ab+c=15 _2=16 
b=c=1 b=8 A Cc:=7 
En ll tenemos: 
a+b+c=28,Cc=7 > a+b=21 
Sabemos: 


a =bcosC + ccosB 
b =acosC + ccosA 
c =bcosA + acosB 
a+b+c= (a + b)cosC + (a + c)cosB 
+ (b + cjcosA. ...(111) 


(1) en (111): 
13 +8 +7 = (13 + 8)cosC + 
(13 +7)cosB + (8 + 7)cosA 
28 = 15cosA + 20cosB + 21cosC 


(11) en (111): 
28 = 21c0sC + (a + 7)cosB + (b + 7)cosA 
... Es necesario |, pero no ll. 


Clave B 


84 l Intelectum 5.2 


CD Razonamiento y demostración 


Por ley de senos: 
x+3 x-2 xX+3_x-2 


= > A 


sen37”  sen30” (5) (7) 
5 


m]|= 


> 5(x + 3) = 6(x — 2) 


5x + 15 = 6x — 12 
=>x=27 
Piden: 
BC=x-2=27-2=25 
«BC =25 
Clave C 
B 
V3+1 e 
pAÁ 7 C 


En el AABC por ley de cosenos: 
2=(122+(13 +1)2-2(42)(13 + 1)c0545* 
224442132243 +12) 
Luego: 


a =6+2/3 -2/3 -2 


> =4 
..a=2 
Clave C 
El [MACB es notable de 37? y 53". 
=>AC=3 ABC=4 
En el ADAC por ley de cosenos: 
e =32 + (1/2)? -2(3)(12)c0545" 
e =9+2-6/2£) 
2 2 
=>X*=) 
c.x= 4/5 
Clave C 
B 
c=8 a=2 
A Cc 
b=9 


Por ley de senos: 
a = 2Rsenx; b = 2Rsenz; c = 2Rseny 
Piden: 


sentz 
senxseny ( a E 


senz__ b? 


senxseny ac 


sen“z__ 81 
“"senxseny 16 


(28) 


Clave E 
29. Por dato: 
a=b+0- Sho (1) 
Por ley de cosenos: 
a? =b? +0? — 2bccosA 
Comparando (1) y (2): 


bo = —2bccosA 


= 2cosA 


mn] 


3 2 9 
cosA 4 > Cos“A 16 


2p_ 9 2 1 
1 —sen“A 16 sen“A 16 


. SenA= 


4 


Clave A 


30. 


En el AADC por ley de senos: 
a k a _ sen40* 


sen40” — sen20” —k — sen20” 


(1) 


En el ADBC por ley de senos: 


a _ Y3k asenb0? 
sen senb0 A k/3 
a 13) 
2 a 
> SENX K/3 > Senx= > ...(2) 


Reemplazando (1) en (2): 


senx = 


1/sen40%Y _ 2sen20* cos20? 
21 sen 20? 2sen20? 


senx = cos20* = cos(90* — 70%) 


senx = sen70? 


=x=70% v x+70* = 180" 
=> x=110* 
“.x=70% v x=110* 


Clave C 


31. En un triángulo ABC, se cumple: 


Por ley de tangentes: 


A+B+C=rñrad 
Sea: tan a 7 a ] 
H =bcsen(B + C)(cotB + cotC) > =— 43 
_ —m/cosB , cosC id tan E ] 
H =besen(r E + ==) 2 
H =bo(sen pe cosB + a) Entonces: 
senBsenC A-B 
5b)-b tan 2 ) 
H= bosena EE NE >) = 
senBsenC (5b) + b tan ($7) 
sen(r — A) 
H = besenA 
senBsenC tan(A - 2) - (lanzo 
_ bcsenA(senA) 
— senBsenC 
tan AB) - 2/43) - 243 
Empleando ley de senos: 2 31 3 9 
_ (2RsenB)(2RsenC)sen*A 
senBsenC , tn o 3) 2/3 
2 9 
= H =4R3sen”A = (2RsenA)? 
, > co(275) 9 3/3 
Pero: a = 2RsenA 2 2/3 2 


=H= a 
.. besen(B + C)(cotB + cotC) = a? 


Por identidad del ángulo doble: 


Clave E 
2csc20 = cotO + tand 
32. En un triángulo ABC, se cumple: = 2csc(A — B) = col( AZ )+ tan( 55 B ) 
A+B+C=rñrad 
Piden: 343 243 
M= (asa + nh ses A) de ia PT 
RsenC 1 
(2RsenA) cosA + (2RsenB)cosB 2csc(A — B) = Eg 
M= ( ) ec(B-A) 
RsenC 
M= ¡ PENAS ABE A) csc(A — B) = A 
senC br 
, 2 a 
M= a + SB sa — A) -. esoA— B)= q37 
senC 
_ (2sen(B + A)cos(B — A) BA Clave A 
NO sec(B —A) CD Resolución de problemas 
(1) 34. Por teorema de senos tenemos: 
—2senfa — OY AAA m _ n __0 
senC cos(B=AlesciBi=e) senM  senN  senO 
_ 2(senC) Pero: 
= senC senM _ senN _ senO 
Mica 5 6 7 
A Entonces: 
Clave A m_-Nn_-2-k 
33. En un triángulo ABC, por dato: 5.6 7 
a=5bymzZC= 120" =M=5k 
n =6k 
Como: A+B+C= 180" o=7k 


=A+B+ 120” = 180? >A+B =60* 


35. 


Recordemos: 


Sauno = VP(p — m)(p 
Donde: 22=m=+n+0 


n)(p = 0) 


Entonces: 

90 4/3 cm? = /(9k) (4k) (3k) (2k) 
diia 

El lado opuesto a N es: 

n =6k 


n=3*/1800 
n=3 430/2 


Clave E 


De los datos tenemos: 


A 
5 ncosY 
y S e e VA 
—= 


Amín, = MSENOL 


Por ley de senos: 


n _ym“+n*-2mncosy 


sena. seny 


n seny 
ym? + n?-— 2mncos y 


Reemplazamos (2) en (1): 


sena = 


m xn xseny 


ym? + n?— 2mn cos y 


Amin. = 


Clave A 


TRIGONOMETRÍA - SOLUCIONARIO UNIDAD 4 l 85 


SECCIONES CÓNICAS 


APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 85) Unidad 4 


Por punto medio de AB, se tiene: 
h= —— =h=1 


k=£32 =k=4 


Por distancia entre dos puntos: 
(20 =(-1-3 +(6-2=8”=8 


Nos piden: (x — 1? + (y- 4) =8 
Clave B 


2. Para hallar la ecuación de la circunferencia 
necesitamos el centro y la medida del radio. En 
este caso solo calcularemos el valor del radio. 


r= ds —3)+(4 4) 


r= 43? =3 


Sabemos que la ecuación de la circunferencia 
es: 
hy? + (y -k?=r4? 


Reemplazamos los valores: 
(6)? +(y-4)?=9 


Clave C 


Del gráfico: R=5-—1=R=4 
El centro de la circunferencia es: (h; k) = (3; 5) 


Piden la ecuación de la circunferencia Y. 
€: (x— hy) + (y -k)?=R? 
€: (x 3) + (y — 5) =(4) 
lx 3 + (y 5) =16 
Clave A 


4. Por dato: 
€: +y?-8x- 18y -24=0 


Completando términos: 
e —2x(4) +42 +y —-2y(9) +9 =24 +4? 49? 
=(x — 4) + (y - 9)? =121 


86 l Intelectum 5.? 


Luego, las coordenadas del centro serán: (4; 9) 
y 


Del gráfico: TA = 9csc53” 


5 45 
¿TA (7) £ 112 
.TA= 11,25 
Clave B 
9. 
Según los vértices notamos que la elipse tiene su 
centro en el origen de coordenadas. 
Luego:a=5 = a?=25 
c=4 => 0=16 
Además se cumple: 
b?=a? e? 
b?=25- 16 
b?=9 
Por lo tanto, la ecuación de la elipse es: 
e, y 
rg! 
Clave E 
Por dato: C(-4; —3) 
Además: 
V¡V,=2a=34 = a=17 
V, = (-4; 17 - 3) = (4, 14) 
V, = (-4; -17 — 3) = (-4; -20) 
Clave A 
10. 
Graficamos la elipse: 
Del gráfico: C = (-1; -2) 
Observando la gráfica: 
a=6+2=8 = a =64 
b=1+3=4 > b?=16 
Luego, la ecuación de la elipse es: 
CAI 
16 64 11. 
Clave C 


Por dato: F es el foco de la parábola. 
Además: F(x; y) = F(p; 0); p <0 


Como la recta L pasa por el punto F, entonces: 
0= 2(p) +53 -15=5p 


p=-3 
Piden la ecuación de la parábola: 
y = 4px 
> y? =4(-3)x 
e y = -12x 


Clave C 


Por dato: F es el foco de la parábola. 
Además: V(h; k) = V(-4; 3) 

Del gráfico, el eje focal es paralelo al eje x. 
Luego: |p] = |-4 — (-1)| =]|-4 + 1] 

> |p] =|-3]; comop >0=p=3 


Piden la ecuación de la parábola: 
yk =4plx—h) 
(y — 3) =4(3)(x — (-4)) 
(y 3) =12(x +4) 


Clave A 


Por dato: 
Exe +y?-8x-6y=0 


Completando términos: 

XÉ — 2x(4) + 42 + y? — 2y(3) + 3?=4?4 3 

> (x — 4) + (y -3)?=25 

Entonces, las coordenadas del centro de la 
circunferencia serán: (h; k) = (4; 3) 

Piden la distancia (d) del centro de la 
circunferencia al origen de coordenadas (0; 0). 
Empleando la fórmula de distancia entre dos 
puntos: 


d= hn 0)+ (xo)? 
=d= [()?+ (3)? = (25 
d=5 
Clave C 


y Eje focal 


Por dato: V es el vértice de la parábola. 


12. 


13. 


Del gráfico: 
V(h; k) =V(4; 0) A N(x; y) =M(0; 2) 


Piden la ecuación de la parábola: 
(x — hy? =4ply —K) 
(4) =4p(y —0) 

=(x 4)” =4py 


Como la parábola pasa por el punto N, entonces: 
(0-4) =4p(2) 
16=8p=p=2 


Finalmente, la ecuación de la parábola será: 
(4) =4(2)y 
“(x— 4)? =8y 


Clave A 


p>0 


Por dato: A,, = 16 m? 
a =16>a=4 
El vértice de la parábola se encuentra en el 


origen de coordenadas (0; 0), luego su ecuación 
será: 


xÉ =4py (1) 


La parábola pasa por el punto H, entonces: 
(a)' = 4p(a) 
(47 =4p(4) >p =1 


Reemplazando en (1): 


X= 4(1)y 

x=4y 
Clave B 

Por dato: 
Ly: 3x-2y -24=0 
Lo: 2x+7y+9=0 
Además: Ly n L, = (h; k) 
Luego: 
3h — 2k- 24 =0=3h — 2k = 24 1) 


2h+7k+9=0=2h+7k=-9 1) 


Resolviendo el sistema formado por (1) y (II), se 
obtiene: h=6 1 k=-—3 


Piden la ecuación de la circunferencia 8 que 
pasa por el origen de coordenadas y de centro 
(h; k): 

€: (x— hy? + (y -k)?=R? 

€: (x- 6) + (y - (3)? =R? 
> €: (x-6) + (y +3)? =R? 


Evaluando el punto O(0; 0) 

(0-6)? + (0 +3) =R? 
=R?=45 

2 (x— 6)? + (y +3)? =45 


Clave A 


14. 


Del IMAOC (notable de 37* y 53*): 
0C=4 A AC=5 


Por el teorema de Poncelet: 
OA + OC =AC + 2R 

3+4=5+2R 

2=2R=>R=1 

Luego, las coordenadas del centro de la 
circunferencia serán: (h; k) = (R; R) = (1; 1). 
Piden la ecuación de la circunferencia €. 
Empleando la ecuación ordinaria: 


€: (x—h)? + (y -k)?=R? 
xt +(y-1)=1 
Clave C 


PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 87) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
1. 
A) *+y?=6? 
e + y?=36 


B) (x- 1) + (y - 0)? =3? 
(x-— 1)? + y?=9 


C) (x 0) + (y -3)=2 
+ (y-3)=4 


D) (x- (1) + (y -2?=2 
+1) +(y-2?=4 


CD Razonamiento y demostración 


Se tiene la parábola: + 28y =0 
>= -28y 

Es de la forma: x? = 4py 

>-28 =4p=p=-—7 (p <0) 


Las coordenadas del foco serán: 

F(x; y) =F(0; p) 
= Fx; y) =F(0; —7) 
El lado recto es: RS 
Por propiedad: RS = 4VF 
> RS =4|p] =4]-7] 
“.RS=4X7=28u 

Clave C 


Se tiene la circunferencia: 

E: + y -8x-6y-11=0 

Completando términos: 

e —2x(4) +4 +28) +32 =411 44243? 

= (x — 4)? + (y - 3)? =36 

Entonces las coordenadas de su centro serán: 


(4,3) 
Además: R? =36 (donde R es el radio) 
> R= 136 .R=6 


Clave C 


Se tiene la parábola: 

(+ 6)"=-7(y +1) «(1 
Es de la forma: (x —h)?=4p(y=k) (IM) 
Donde su vértice es: (h; k) 

Comparando (|) y (II): h=-6 A k =-1 

=VIh; k) = V(-6; -1) 

Además: 4p = -7 


--1 
p=-Lp<0 
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Luego, las coordenadas del foco serán: 
Fx; y) = F(=6; —1 + p) 


F(X; y) = ¿e =1+ (2) 
=Fy) = (6:11) 

El lado recto es: RS 

Por propiedad: RS = 4VF 

= RS = lp] =4|-L 


a 
RS=4xg 


. RS=7Uu 
Clave C 


Se tiene la parábola: 

(1 =2y +2) 

Pide: los puntos de intersección de la parábola 
con el eje de abscisas. 


Luego, los puntos de intersección con el eje de 
abscisas tienen la forma: 
(x y) = (x 0) 
Entonces, haciendo y = 0 tenemos: 
(x— 1) =20+2)=4 


Ix-1]=2 
> Xx=1=2 V x-1=-2 
x=3 x=-1 


Por lo tanto, los puntos de intersección serán: 
(3; 0) y (+1; 0) 
Clave E 


Se tiene la circunferencia: 

EX + y dx + 12y-20=0 

Llevamos la ecuación de la circunferencia a su 
forma ordinaria: 

(x hy? + (y —k? =R? 

Donde su centro es (h; k) y su radio es R. 
Luego, completando términos: 

e —2x(2) +2 + y? + 2y(6) + 6?=20 +22 +6? 
> (x-2) + (y + 6)? =60 


Comparando se obtiene que las coordenadas de 
su centro serán: (h; k) = (2; -6) 
Clave E 


Sabemos que el centro es el punto medio del 
segmento que une los vértices: 


c=(m0)= (15433) 01,3 


Además: 
V¡V,=2a=9 — (-3) = 12 
> a=6> a -36 


e 20 a 
Por dato sabemos: LR = =Ñ =10 = b*=30 
j ipsees: (17, 0 
Laecuación delaelipsees: 2 =1 


Clave A 


88 [ Intelectum 5.? 


Por el enunciado, tenemos: 

F'(0; -3); F(0; 3) = FF=2c=3 — (-3) =6 
c=3=0? =9 

V4(0, -8) y V2(0; 8) > V/V7=2a=8 -— (-8) =16 
a=8 > a =64 


Luego: b?= a? — c? > b?=8?-3?=55 
2 2 
ió ¡ Xy 
La ecuación de la elipse es: 55 + 64 1 
Clave B 


CD Resolución de problemas 
10. Por dato: 


Eje mayor — 2a 
Distancia entre focos — 2c 
= 2a =2(2c) 

a=2c 


Sabemos: 
al=b? +0? 
(20)? =b2+40? 
dee =b? +0? 
30? = p? 


Luego, tenemos: 


9? 
a 
4 ,2%-_ 
(2c)? — 36 
¡PE 
La 
2? q? 
L=1>d=4=0=2 
e 


..a=4Ab=2/3 


De la ecuación: 


2 2 
L+L=1 
a b 
2 2 
Xy y 3= 1 
42 (243) 
2 2 
EY 
16 +12! 
3 + dy? =48 
Clave B 
11. Tenemos el centro de la circunferencia: 
(h; k) 
Entonces: 4h? + k? = 5 
4 k?2=25 (1) 


(x= hy? + (y =k)? =2? 
(5h)? + (4 k? =4 
25 + 10h +h?+16-8k+k=4 
37 +h? + k? + 10h =8k 


—— 
(1) 
37 + 25 + 10h =8k 


31+5h _ 
La k «(1 


Reemplazamos (1!) en (1): 


2 
17 + (SL) -25 


16h? + 961 + 310h + 25h? = 400 
41h? + 310h + 561 =0 


41h 187 
h 3 


(41h + 187)(h +3) =0 
> h=-3 


Reemplazamos en (1): 
31 + 5(- 3) 

4 

=>k=4 


=k 


Luego, la ecuación es: 
hy? + (y -k?=r4? 
+ 4 = (2 
(+3) + (y -4)=4 
Clave B 


Nivel 2 (página 88) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
12. A) X= Apy 


B) y = 4px 
C 
D 


X= 4py 


) 
) (x—h)?=4p(y —k) 


13. A) (x-1) + (y -2)?=3? 


—2x+1+y-4y+4=9 
¿yy 4=0 


B) Del gráfico: 


a=5-2Ab=2 
a=3 

2 2 
pa. E 

a b 

m2 m2 
paa O 


4(x — 2)? + 9y?= 36 
4x — 8x +16 + 9y? =36 


4x? — 8x +9y?-20=0 


CO) p>0 
> («—h*=4p(y=K 
(x — 2) =4(3)ly - (2) 
xÉ —4x+4=12y + 24 
XA —4x-—12y-20=0 


CD Razonamiento y demostración 


14. 


15. 


16. 


Se tiene la parábola: 3x? — 16y=0 


>x NN 3Y 


Es de la forma: x? = 4Apy 


Se trata de una parábola con eje focal vertical 
que se abre hacia arriba, con vértice en el origen 
(0; 0). 


Luego, su directriz (Ly ) es de la forma: 
y=-p=y z >3y+4=0 


“Lp: 3y+4=0 
Clave A 


Por dato: el vértice de la parábola es (0; 0) y su 
foco (0; 6). 


Del gráfico: p] =6 
Como: p >0=p=6 
Piden la ecuación de la parábola. 
Empleando la ecuación canónica: X= Apy 
=x? =4(6)y 
= 24y 
Clave A 


Se tiene la circunferencia: 

€: +y?-8x+8y-9=0 

Piden un punto de intersección con el eje 
coordenado y. 

Luego, los puntos de intersección con el eje y 
tienen la forma: (x; y) = (0; y) 


Entonces, haciendo x = 0, tenemos: 
(0)? + y? — 8(0) + 8y -9=0 


y +8y-9=0 
y +9y-1)=0 
=>y=-9 vy=1 


Por lo tanto, los puntos de intersección serán: 
(0; -9) y (0; 1) 
Clave A 


17. Piden la ecuación general de la circunferencia 


que pasa por los puntos: 
(2: -2), (1: 4) y (4: 6). 


Empleamos la ecuación general: 
Ex +y 4 Dx+Ey+F=0 
Evaluando en los puntos dados: 

(2 + (2)? + D(2) + E(-2) +F=0 


>2D-2E+F=-8 I) 
(19 + (4 +D(21) +E(4) +F=0 
>-D+4E+F=-17 1) 
(4)? + (6)? + D(4) + E(6) + F=0 
>4D+6E+F=-52 1) 


Resolviendo el sistema formado por (1), (11) y (111) 
se obtiene: 
-_16.1__2D.p__17 
PA 
Reemplazando en la ecuación general: 
242486, 25,47 
AY Y =0 
E 10 + By” — 32x — 25y - 34=0 


Clave A 


. Por dato: el centro de la circunferencia es (5; —1) 


y el radio mide 7 u. 
> (h; k) =(5;-1) AR=7 


Empleando la ecuación ordinaria de la 


circunferencia: 

(x — hy? + (y =k)? =R? 

> («5 + (y (1) = (7) 
> (x 5)? + (y + 1 =49 


Desarrollando la ecuación ordinaria, obtenemos: 
Xx 10x+25+y2+2y +1 =49 
0x2 +y-10x+2y -23=0 

Clave A 


. Por dato: el centro de la circunferencia es (-2; 3) 


y además esta pasa por el punto (4; 5). 
> (h; k) = (2; 3) 


Empleando la ecuación ordinaria, de la 


circunferencia: 
(«hy + (y =P? 

(x (2) + (y - 3) =R* 

> (x+2+(y-32=R?  ..(1) 


Evaluando en el punto (4; 5): 
(1+2+ (5-3 =R? 
36 +4=R? 
=R?=40 
Reemplazando en (1): 
> (x +2)? + (y - 3)? =40 
Desarrollando la ecuación ordinaria, obtenemos: 
e +4x+4+y-6y+9=40 
€: +y+4x-6y-27=0 
Clave B 


20. 


21. 


22. 


Dada la ecuación: 
5x2 + 2y? — 10x -12y + 13=0 


Completamos cuadrados y obtenemos: 
5x2 — 10x + 5 + 2y* — 12y + 18 =-13 +5 +18 
5 — 2x + 1) + 2(y? — 6y + 9) =10 
5(x — 1)? + 2(y - 3)? =10 
(x — 1) 
2 5 


De la ecuación ordinaria de la elipse notamos 
que el eje focal es paralelo al eje y. 


a =5]4=a?-pf 
b?=2 [0=5-2=c= 4/3 


Las coordenadas de los focos son: 
(13-43) F=(1,3+4/3) 

Clave A 
Sabemos que el centro de la elipse es (-2; —5) y 
al eje focal es paralelo al eje y, luego: 

2 2 
e > ¿Y sE) =1 
a 


Longitud del eje mayor: 


2a=24 > a=12 
Excentricidad: 
IE CI OR ER 
e=sp= 2323 >0 4/5 
Además 
a =b2+0 > db?=(127 - (4/5)? =64 
b=8 
Entonces la ecuación de la elipse es: 
CIA 
64 144 


Clave B 


La ecuación de la elipse es de la forma: 
e, y 


Lat = 
al p? 


Ya que los puntos (46; —1) y (2; (2) pertenecen 
a la elipse, tenemos: 


Por lo tanto, la ecuación de la elipse es: 


2 
E 
> 


Clave A 
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CD Resolución de problemas 
23. Del gráfico tenemos: 


bm? + aóm? = atp? 
m?(a? + b?) = ap? 
22 
m?= abr (1) 
a +b 
Reemplazamos (II) en (1): 


A,=2m?= 2a?p? 
a? + b? 
Clave D 


24. Graficamos en base al vértice y la directriz: 


De los datos tenemos: 
Víh; k) = (3; 2) 
=>h=3Ak=2 
y=k-p=1 

2-p=1 =p=1 
Luego, la ecuación será: 
(x — hy? = 4p(y —k) 
(x 3) =4(1)ly —2) 
(x 3) =4(y -2) 

Clave A 
Nivel 3 (página 90) Unidad 4 


CD Comunicación matemática 
25. 


LF 
El plano no debe ser paralelo a ninguna de 
sus generatrices. 


IF 
Ec:x? + y2+Cx+Dy+E=0 


 VFFV 
Clave C 


90 | Intelectum 5.? 


26. 
M: y +2x — 10y +27=0 

y? — 10y + 25=- 2(x + 1) 

(y - 5 =-2(x + 1) 


005 )Jo+1) 


2 
> p = 1/2 
LR=4jpl=4/-5|=4(4) 
-.LR=2uUu 
M=2u 


N: y -2y+x+4x-11=0 
y -2y+1+x+4x+4-16=0 
y - 17 + (+ 2)? =4? 
¿.r=4u=>N=4u 
=2M=N 
Clave D 


CD Razonamiento y demostración 
27. Se tiene la parábola: x? + 9y =0 


Los puntos A(3; a) y B(b; -4) pertenecen a la 
parábola. 


Evaluando en dichos puntos, tenemos: 
(3 + Ya) =0>a=-1 
(b)? + 9-4) =0 =b?=36 
>b=6Vb=-6 
Por dato: B EC =b <0 
..b=-6 


Entonces: A(3; -1) y B(-6; -4) 
Piden la longitud del segmento AB. 


AB = dis — (62 +[-1-=(-4)P 
AB = ((9)? + (3)? = (90 


-AB= 3410 u 


Clave E 


28. 


Del gráfico, el centro de la circunferencia es (0; 0). 
Empleando la ecuación canónica: 


Ex yo=R? (donde R es el radio) 
Como la circunferencia pasa por el punto 
(20; 21), evaluamos en dicho punto: 
202+212=R? =R?=841 
-.R=29u 

Clave C 


29. 


30. 


31. 


Por dato: R=7 A OA=25 
En el MORA por el teorema de Pitágoras: 
OH =24 
Del gráfico: (h; k) = (24; 7) 
Piden la ecuación de la circunferencia €. 
Empleando la ecuación ordinaria: 

€: (x—h)+ (y —k) =R? 
6 (x— 24)? + (y -7)=7? 

Clave D 


Por dato: OP = 12 
=>2R=12=>R=6 


Del gráfico: (h; k) = (0; R) 
= (h; k) = (0; 6) 


Piden la ecuación de la circunferencia €. 
Empleando la ecuación ordinaria: 

€: (x—h)?+ (y -k?=R? 

=(x 0)? + (y - 6)? =6? 


Desarrollando la ecuación ordinaria, obtenemos: 
Xx + y? — 12y + 36 =36 
Es Ex +y-12y=0 

Clave C 


Por dato: 

€: x—4+(y-2?=4 

Luego, las coordenadas del centro de la 
circunferencia serán: (h; k) = (4; 2) 

Además, F es el foco de la parábola. 


Del gráfico, el centro de la circunferencia coincide 
con el vértice de la parábola: 


=> Vh; k) = V(4; 2) 
También: |p] = FV =4 
Como: p <0=p=-4 


32. 


33. 


Piden la ecuación de la parábola: 
(y — k)* =4plx — h) 

(y — 2) =4(-4)x — 4) 

“y 2? =-16(x — 4) 


Por dato: el lado recto de la parábola mide 20. 
>4|p| =20 > |p] =5 


Además: las coordenadas de su foco son (-3; —2) y su vértice está arriba del 


foco. 


Eje Focal 


>  Clh; k) = (+1; -1) 
a =16 > a=4 t=2a-b>c=3 


bó=7 => b=47 
Lado recto: 
Clave B 2p? Ml 2(7) 27 7 
CUE ll 


Además: F' = (-2; -1) 
Calculamos la ordenada de P: 


Lata 
471234 
> P=(-2; 3/4) 


Por último, la ecuación de la recta tangente es: 
7(2 1x1) + 10% + o +1) =112 


3x-4y+15=0 
Clave E 


Del gráfico, se deduce quelas coordenadas del vértice dela parábolason(-3;3) - () Resolución de problemas 


yp=-=5. 

Piden la ecuación de la parábola. 

Empleando la ecuación ordinaria: 

(x= hy” =4p(y — k); 

donde (h; k)= (=3; 3) 

> (x — (3) =4(-5)(y — 3) 
(+ 3)? =-20(y — 3) 


Del gráfico, tenemos: 


y 


b=3=a+c=9 
Luego: b?=a? - e? 

9 = (a — cjla + Cc) = (a — c) 9 
a-c=1 

>a=5yc=4 
Además: C = (h, k) = (5; 3) 
La ecuación de la elipse es: 
A a _ 
qu. 


Desarrollando la ecuación tenemos la ecuación general: 
ox? + 25y? — 90x — 150y + 225 =0 


1 


De la ecuación dada, tenemos: 
4-12, +10 _ 
AS 


35. 


H———- 25 ——— 
Clave B 


1+2c=25 

2c=24 =c=12 
1+c=a 
1+12=a => a=13 
al=b2+0? 
132=b24+12 > b?=25 
“D=5 
h=1+c 
h=1+12=13 Ak=0 


Luego, la ecuación es: 
bh, 1? _, 


a =p 
(x — 13) O 


169 25 


18, y _ 
0 ta! 


Clave A 


Clave c 36. y —4x-10y+17=0 
y? — 10y +25=4x+8 
(y 5) =4(1)(x (2) 
(y —k)?=4(p)x —h) 
Luego tenemos que: 
h=-2p=1 
Lp: x=h-—p 
Lp: x=-2-1 
“.x=-3 
Clave B 
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APLICAMOS LO APRENDIDO 
(página 92) Unidad 4 


l. 


A= Im sen(5 + x) 


Xx> 


Por reducción al primer cuadrante: 


sen($ + x) = COSX 


>A= lím cos x =cC0s0 = 1 
Xx 


= lim 2sen 9x 
x-0 9 


sen9x_ =9. lim SEN 9x. 9x 
x-0 X x-0 9x 
Ze 


(1) 


> lím 9(1) = 


sengx _ 
x-0 X 


* lím 


sen9x _ y 
x-0  X 


B = lim -Senx 
x— 0 x osx 
= lim senx 
x=0 X  ' XCOSX 

B= lim Senx  tanx 
O O 


_Senx_ 


CEM ptanpx 
x— Mo qtanox 


1 1 


92 [ Intelectum 5.2 


Clave C 


Clave B 


Clave C 


Clave C 


6. f(x)= 


LÍMITES Y DERIVADAS DE 
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Entonces: 
= ím SUS -1) 


sen(x — 1) lí 1 

A B 
=>H=A.B .««(l) 
La expresión A se puede escribir como: 


=>A=1 


Además: 
1 1 


. MA ——— 
x= 1Ux*+x+ 1) 
E 


pe 


B = lim 
xt + 


AR 
Al 
=B=>3 


Reemplazando en (1): 


ol 


67x 
sen2010x 


Piden: lim_f(x) 
x-0 
Entonces: 


: 67x 
ei pu sen 2010x 


67 
sen 2010x 
Xx 


Lim, f(x) = Lim, 


Lim, 67 


2010sen 2010x 
o 2010x ] 


x—-0 


7. M= lím 1 — cos(1 — cosx) 


x—=0 


Evaluando x = 0 se obtiene: 
(indeterminado). 


ojo 


Clave D 


Clave A 


Aplicando la regla de L' Hospital: 
[1 — cos(1 — cosxil" 


M= lím 
x-0 ()' 

M= lim [0 — (— sen(1 — cosx))(1 — cosx)'] 
x—0 (1) 

M= Lim, sen(1 — cosx)(0 — (— senx)) 


M= lim, sen(1 — cosx) senx 
x— 


Evaluando el límite: 
M = sen(1 — cos0) sen0 
M = sen(1 — 1) send 
M = (sen)? = (0)? 
-..M=0 
Clave B 


- Tx) = sen?x 


dan: p/ 1272 
Piden: (27) 


Si u es una función diferenciable en x, y n es un 
entero positivo o negativo, entonces: 


ES 


dx dx 

Luego: 

d(sen?x) dsenx 

a sem (E dx ] 
eS) 

=P (x) = 2senx(cosx) = sen2x 

=f(x) = sen2x 


Evaluando en f(x) para x = — tenemos: 


1427 127" 
1 (27) = son2l > ] 


127 , Sd 
1 (27) sent27* = sens3" = 4 


M2 Y 
dl , a 


Clave C 


. T(x) = sen2xsen3x 


Entonces: 
f(x) = (sen2x) sen3x + sen2x (sen3x)' 
f(x) = (cos2x . 2) sen3x + sen2x (cos3x . 3) 


=P (x) = 2cos2xsen3x + 3sen2xc0s3x 


Piden: (5) 
> el (5) = = 2005 sonó. + 3seníE cos 3% 
t(5)= 2cosnsen<r. + 3senmcos 21. — 
>1(7)= 2(- 1)(— 1) + 3(0)(0) = 2 
sg) 
Clave A 


10. f(x) = senx + sen3x + sen5x + ... + sen21x 


11. 


12. 


Piden: f(0) 

Entonces: 

f() = (senx)' + (sen3x) + (senSx)' + ... + 
(sen21x) 

f(x) = (cosx) + (cos3x . 3) + (cosóx . 5) + ... + 
(cos21x . 21) 

f(x) = cosx + 3cos3x + 5c0sgX +... +... + 
21c0821x 


Evaluando f(x) para x = 0, tenemos: 

f(0) = cos0 + 3cos0 + 5cosÚ +... + 21c0s0 
f(0) = (1) + 3(1) + 5(1) +... + 21(1) 
f(0) =1+3+5+...+21 


Se obtiene una suma de números impares. 
=f(0) =n?; donde: 2n — 1=21=n = 11 
£(0) = 112= 121 


Clave E 


Sea: T= lim tan4x— tan2x 
"x=  tan3x — tanx 


Por ángulos compuestos: 


tano. — tan8 = sen(a — 8) 
cosa cosO 
Entonces: 
sen(4x — 2x) 


T = lim “os4xcos2x 
xx. Sen(3x — x) 
COS3X COSX 


7 = lim sen2xC0s3XCOS X 
xx SEN2XCOSAXCOS2X 


T = lim <os3xcosx 
x—m COSÁXC0S2X 


Evaluando el límite: 
— cos3mcos _ (MEN 53 


ds cosán.cos2n  (1)(1) 


- lim tan4x — tan2x _ 
“x=. tan3x — tanx 


Clave B 
A) y =Cotx — tanx = 2cot2x 
y' = 2(cot2x) = 2(—csc*2x . 2) 
y =-4esc*2x 
B) y =3senx — 4senx = sen3x 
y' = (sen3x)' = (cos3x . 3) 
y' = 3c0s3x 
C) y =cscx-— cotx = tanz 
n_ xp 2x 4 
y = (tan3) = (seo 5 +) 
A IP 
y = ysecta 
D) y =cosx(2cos2x — 1) = cos3x 
y' = (cos3x)' = (-sen3x . 3) 
y' = —3sen3x 
E) y =cos'x — sen'x =cos2x 
y' = (cos2x)' = (-sen2x . 2) 
y' = —2sen2x + 2sen2x 
Clave E 


13. Hacemos x=y+1,six= 1, y=0 


im (=ytan T =- lí e 
LUN ytan-(y +1) AA 


id 


T 


T 
y+>5 
— lim y 2 al 


yO y,yz 
cos| o) + 2) 


Ty T Ty T 

im calar cos ECOS sen 
y=0 TY cos E — sen Y sen T 
Cos 7) COS o) sen 2 sen» 


sen( 


Clave C 


T 
4 


DN tan(y+h)-1 
y-0 y 


14. Haciendo x = y + +, six—= 


tany + tan 
lim, ll 
y204_ Tr 
1 tanytan-< 
y 
e 2tan y 
y=0 y(1 —tany) 


=2 lim 20Y jim 1 
y-=0 y “y-01—tany 


z ¿PA 
= 21% =2 


Clave D 
PRACTIQUEMOS 
Nivel 1 (página 94) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
1. 


2. 


CD Razonamiento y demostración 


3. Sea:E= líÍm -205X-— cosa 
xa X El 

sen — Sen 

2 2 


Evaluando: 


X= ase obtiene ? (indeterminado). 


Aplicando la regla de L' Hospital: 
E lím (osx - za 
x-a X_ ay 
(sen 7 7 Sen; ) 


E= lím (ESenx)=0 _ tim =2senx 
8 cost. L—0 22 cos 

Evaluando el límite: 

-2(25en cos) 


> E= 5008 y 2. 2 
cos => cos 7 


=> E=-4senó 


- lim %0sX—COsa_ _ _ 4gen 2 
Xx senX — sent 2 
2 2 


Clave A 


Sea: 


M= lim Sen4X | pim 4 
x-0 Xx x-—0 SENX 


M= lím 4Sen4X | tim 4 


x-0  4x x—0 Senx 


Clave A 


Evaluando: 


X= 5 se obtiene AS (indeterminado). 


Aplicando la regla de L' Hospital: 


] (cosx = 5) 
N = lím AT 
y 3) 


(Esenx) 0 _ lim (— senx) 
1-0 dE 
3 3 


N = lím 
x—T 


Evaluando el límite: 


Clave A 


Sea: P= lim *-0.5z 
2 COSX 
2 


Evaluando: 


x= 5 se obtiene > (indeterminado) 


Aplicando la regla de L' Hospital: 


AN AE 
xx  (cosx)' 
2 
P= lím 1-0 - lím(=cscx) 


1 (— senx) _Y 
ado, E 
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10. 


Evaluando el límite: P = -0s0 $ = (1) 


paa 
- lim 40,52 
ñ COSX 
2 


Clave B 


senx — sen2x 


Sea: E = lim 
x-0 senx 
Luego: 


senx — 2senxCosxX 
senx 


E= lím 
x—-0 


senx(1 — 2c08x) 
senx 


E= lím 
x-0 


E = lim (1 — 2c05x) 
x—0 


Evaluando el límite: 

E=1- 2c0s0 =1-— 2(1) 

=>E=-1 

Senx — sen2xk _ _ y 
senx 


“lim 
x-0 


Clave A 


Sea: B= lim Senx— sena 
j x—a tanx — tana 


Evaluando: x = a se obtiene 0 (indeterminado). 


0 
Aplicando la regla de L' Hospital: 
B= lím (senx — sena)" 
— xa (tanx— tana)' 


B = lim <osx—0_ 


: = lim cos?x 
x-asecx—0 


xa 


Evaluando el límite: 
=B =cos'a 

+. lím Senx— sena _ costa 
xa tanx — tana 


Clave A 


G(x) =1 = 2sen?xcos*x 


6() =1- 4sen?xcos?x 


_ (2senxcosx)? 


G(x) =1 > 


6h) =1- Sa 


Piden: 


6) =0 E 


_ 2(sen2x 
2 
G'(x) = -2sen2xcos2x = —sen4x 


-.G'(x) = —sen4x 


. (cos2x . 2) 


Clave B 


f(x) = 1 + senx + COSX 

Luego: 

f(x) = 0 + cosx + (—-senx) 

=P (x) = COSX — SENX 
f(x) = (-senx) — (cosx) 

=f'"x) = —SenX — COSX 


94 l Intelectum 5.2 


f"(x) = —(cosx) — (—senx) 
=P"(x) = —COSX + SENx 
“4009 +F09 +Px) +F"(0) =1 


Clave A 


Nivel 2 (página 94) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 


11. 


12. 


CD Razonamiento y demostración 


13. 


14. 


Sea: E= lim “L5M4T +1 
x=1 (x—1) 

Evaluando: x = 1 se obtiene a (indeterminado). 
Aplicando la regla de L' Hospital: 

.  (cosmX + 1)' 
E= lim 2%2=— 

x= 1 (2 2x +1) 

6 (Esennxa+0_ .  —msennx 

a Az 


Xx 1 Xx 1 


Evaluando otra vez se obtiene O (indeterminado). 


0 
Aplicando nuevamente L' Hospital: 
Mm Semmx _ mo q (senrx)' 
AT 
Mg LOST) ys 
E= > - lim, A +77 «An 095) 
Evaluando el límite: 
== = Ri 
>E= 7 (cos) > (- 1) 
=>E= o 


- tim SosTx +4 _ 72 
RO e=1? 2 


Clave A 
Sea: E= lim —Sen“x— senéa 
xa sen(2x — a) — sena 


Por identidad del ángulo compuesto: 
sen*x — sena = sen(x + a)sen(x — a) 
Por transformaciones trigonométricas: 
sen(2x — a) — sena = 2sen(x — a)cosx 
Entonces: 


E = lím 
x—-a 


sen(x + a)sen(x — a) 
2sen(x — a)cosx 


sen(x + a) 


side E 2c0sxX 


xa 

Evaluando el límite: 
E — Sen(a + a) _ sen2a 
2cosa 2cosa 


E — 2Senacosa _ sona 
2cosa 


sen?x — sena 


E 2 = sena 
x-a sen(2x — a) — sena 


Clave E 


15. 


17. 


Sea: R= lim 41 —C05xX 


x-0+  tanBx 


Por identidad del ángulo doble: 
1 — cosx= 2sen* a 


Entonces: 
J2sen* 2 [ZIsenX 
R= lim LL. [95] 
x-0+ tan5Bx x-0+  tan5x 
Como: x>0*= x >0nx€IC 
Luego: 
AZ cap X 
> sen; 
(2 (sens) Xx 
Asma 
x-0+  tan5x x-0+ 5tan5x 
5X 
Xx 
senH 
L2| tim —2 
2 lio X 12 
(1) 
Ri 2 ai 
5 lim lansx 5(1 
x-0+ 5X 
no E 
1 
lím H=cosx _ 42. 
x-0+  tan5x 1 
Clave C 


4 
Fx) = o|sen(2 - > sen(x - 5) 
Fx) = ó|- sen(5 = 2x) sen(x _ z) 


F(x) = -6(cos2x)sen (e sE a 


.F(x) = —6cos2xsen (e - e) 


4 
Clave A 
H(x) = —Cosx + 005% = Fcosóx +1 
Piden: 
H!(x) = —(=senx) + z . 3c0s*x . (-senx) -1 
5cos*x(—senx) + 0 
H'(x) = senx — 2senxcos”x + senxcos'x 
H'(x) = senx(1 — 2cos?x + cos'x) 
H!29) = senx(1 — cos?x)? = senx(sen?x)? 
> H!(x) = senx(sen*x) =senúx 
Ho) = sentx 
Clave E 


18. 


19. 


20. 


G(x) =xsenx + 3x2c0sx — 6cosx — 6xsenx 
G'(x) = («ésenx]' + 3(x2cosx]' — 6(-senx) 
— 6(xsenx)' 
G'(x) = (ésenx]' + 3(x%cosx)' — 6(xsenx)' 
+ 6senx 
Luego: 
bésenx)' = (é)senx + (senx]' 
= (xsenx)' = 3x2senx + xócosx 
(écosx)' = (x?)'cosx + x?(cosx) 
> (cosx]' = 2xC0SX — Xésenx 
(xsenx)' = (x)'senx + x(senx)' 


= (Xsenx)' = SenX + XCOSX 


Entonces: 


C(x) = (3x?senx + XÓCOsx) + 3(2xC0SX 
- xósenx) — 6(senx + xcosx) + bsenx 


Reduciendo se obtiene: G'(x) = xóCOSx 


Clave A 


J(x) =senéx + cosóx + 1 


J'1x) = 6senóx(cosx) + 6cosx(-senx) + 0 
J'(x) = 6senxcosx — 6cosxsenx 
J'(x) = 6senxcosx(sen*x — cos“x) 
J(x) = 3sen2x(senx + cos?x)(sen?x - cos”x) 
ÁÁ > 
(1) (=cos2x) 
J'(x) = -3sen2xc0s2X 
Spy = = 3(2sen2xcos2x) _ 3 (senáx) 
2 2 
=J(x) = —senáx 
Por dato: J'(x) = Asen4x 
=J'(x) = Asen4x = — Ssenáx 
so 
.A= > 
Clave A 
2 
XxX , cos4x 
ET 
a-A pa, 1 ' 
Gx) = 700) + qee 
v9=1 
Gx) = > (2x) + de 7 (-sendx. 4) 
Gx) =x-= Lsenax 
4 
Luego: 
G"(x) = (x)' —  (sonex) 
Gx) =1- L(cosáx 4) 
=G"(x) = 1 — cos4x = 2sen*2x 
6) = 2sen?2x 
Clave C 


Nivel 3 (página 95) Unidad 4 
CD Comunicación matemática 
21. 


22. 


CD Razonamiento y demostración 
23. Sea:A= lim das - cotx) 
x-0 X| senx 


Luego: A= lim Lescx — cotx) 
x>0X 
Por identidad del ángulo mitad: 
tan? = CscÓ — cotO 
Entonces: 
1 Xx 
A= lim (tan) 
tanX tanX 
dá 2 =1 lim —2 
x-0 2 x 21x-0 x 
2 2 
-1 1 
>A= 2 (1) = 2 
“lim 1 Mz = cotx) sd 
x—0 X | Senx 2 
Clave C 
24. Sea: L= lim Senv4x 
x— 0 XSen3x 
Luego: 
sen? 4x sen?4x 
ERE 2 
—úí DA X 
a e, sen3x 0 sen3x 
Xx 
16sen?4x 16 senáx Y 
16x? Ax 
L= lim = lim 
x> 2 3sen3x x-0 3 sen3x 
NE 3x 
im Sen4x 27. 
19[ Jm, 4x ] 16(1)? 
L= = 
3( lim Sen3x 3(1) 
x=0 3x 
slo o 
sen4x _ 16 
“x=0Xsen3x 3 
Clave C 
25. Sea: B= lim £0SX—c0s0 


x—0 senx — sen0 


Aplicando transformaciones trigonométricas: 


as x+0 x-0 
25en| > Jn[ 52 ] 
a TN 
x— a 
250n/ 252 009/2372) 


E x+0 
sen[ > ] 


B= lim ——— = lim — tan 2) 
x-0 (52) x0 2 
cos| ——= 
2 
TRIGONOMETRÍA - 


26. 


Evaluando el límite: 
=B= -tan[232) = —tan0 


CcoSsXx —cosg _ 


E AAA = — tan 
x-0 senx — sen0 


Clave A 


F(x) = senxsen2xsen3x 


F(x) = na osendxsen) 


Fx) = ES == [cos(3x — x) — cos(3x + x)] 
sen2xcos2x  sen2xc0s4X 
di E E 
F(x) = pit _ 2sen2xcos4x 
4 
sen4x  sen6x + sen(— 2x) 
Fx) = AE 
sen4x _ sen6x , sen2x 
ds ir ie a ds 
Luego: 
Fx) = L(senax) - L(sen6x) + L(sen2x) 
' cos4x.4 _ cos6x.6 , cos2x.2 
Fo) = EE E TES + a 
F(x) = cosdx — 3cos6X , Cos2x 
2 2 
Piden: F(5) 
“TY _ 3cos3n , cos 
F(5) = cos2r e PE 
(EN _ 31) , 41) 
A ES 
(21-443 -4- 
Fo) =1+3-7=2 
“TA 
P(z)-2 
Clave C 
Fx) = 16sen'x — 20sen% 
Luego: 
Fx) = 16(senóx) — 20(sen*x)' 
F(x) = 16(5sen'x cosx) — 20(3sen%x cosx) 


80sen*xcosx — 60sen*xcosx 


PX 


1 
5 
Fl) = 20senxcosx(4senóx — 3senx) 
Fx) = 10(2senxcosx)(—sen3x) 
Fx) = -5(2sen2xsen3x) 
Fx) = 
Fx) = 
Por dato: F'(x) = Acosx + Bcos5x 
Comparando (|) y (II): A=-5A B=5 


—5[cos(3x — 2x) — cos(3x + 2x)] 


—5COSx + 5COSgX (1) 


0) 


Piden: 
A+B =(-5) + (5) =0 
¿A+B=0 


Clave A 
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28. 


29. 


f(x) = senx + 2sen2x + 3sen3x +... + nsennx 
f(x) = cosx + 2(c082x . 2) + 3(cos3x . 3) + ... 

+ n(cosnx. n) 
F(x) = cosx + 2%c0s2x + 32c0s3x +... + ncosnx 
Piden: f(0) 
f(0) = cos0 + 22080 + 3080 +... + n%cos0 


Pero: cosO0 = 1 
>1(0=1+24+38+..4+n 


Se obtiene una suma de números cuadrados 
perfectos. 


(0) = n(n+ Yin + 1) 
Clave A 
senT + sen21 4 send 
S= lim|H|  ” n n 
n= «o N (n— 1) 
+. + sen 


Por series trigonométricas (para el seno): 


n= 00] N senzE 2 
sen(T - E 
S= lim | fe 2) senti 
n=o|N sen 2 
2n 
cos 
S= lim |Z|—2n 3 
nes. | senze 
Tr 
= im (Lot = 1 n 
S = lim (2 cot +) AL EE 
2n 
Sea:x= XL =22x=X 
2n n 
Siin=w =x-=0 
Entonces: 
= lim 2 = lim —2 
x-0 tanx e 20) 
lim 2 a 
>8= 0 =2-=2 
lím (fanx (1) 
x-0 Xx 
2S=Z 


Clave B 
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MARATÓN MATEMÁTICA (página 96) 


1. 


Analizamos en la CT: 


Hallamos el dominio: 

-1<2x-5<1 
4<2x<6 
2<x<3 


Entonces: Dom(f) = [2; 3] 


1/4 <x < n/4 
1 <tanx< 1 
arccos(—1) > arccos(tanx) > arccos(1) 
> F(x)>0 
Ran(F) = (0; 1) 


Xx 
3 
x=6n1;n€Z 


=2n1;n€Z 


La ecuación general de la parábola es: 
(«— h? =4p(y —K) 
xÉ —2xh +h?= 4py — 4pk 
Xx — 4py — 2hx + h? + 4pk=0 


Luego, tenemos: 

-4p = -3;-2h=-6 
E 
p=y ¿5 h=3 


944 (5) k=-9 


9 +3k=-9 
k=-6 
V(h; k) = (3; -6) 


¿k=2; 
(x— h)f = 4p(y — k) 
(x — 3) =4(3)ly - 2) 
x —6x +9 =12y — 24 
Xx —6x-— 12y +33=0 


Clave B 


Clave E 


Clave C 


Clave A 


Clave E 


Clave D 


7. d(V¡ Vo) =9-1 


2a=8 
a=4 
Por otra parte, C(h; k) € L: y =x +2 
k=h+2 
Luego, las coordenadas de los vértices y el 


centro son: 
V4(1; h +2), Va(9; h +2) y Cíh; h+2). 


Así, la ecuación de la elipse centrada en C(5; 7) 
es de la forma: 


CA a 


16 p? 


Como el punto P(2; 6) está sobre la elipse, 
tenemos: 


25, (6-7? _ 


1 


16 p? 
216 
ds 7 
o 
E: 16 + 1677 =1 
Clave A 
Piden cos6: 


A 
Para AABC 
142418? 16? 
cosA= 514,018) 
Me 
cosA = 21 


Luego, tenemos: 
4(AD)? = 14? + 18? + 214x181( 5) 


2 
AD= 14 
En AAMD: 
_ 72+(AD)?- 9? 
cosO = Z(7)(AD)] 
2 2 2 
_TE+(14)—9 
cosO = ADA 7 ((14) 
=% 
cosO = 49 


Clave C 


a 


